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nel quale sarebbe lungamente rimasia, se da Voi 
non erano chiamaii gli esperti nell'arte a /aria di 
pubblica ragione , e se non oA^este di cure è lar^ 
ghi dispendj dato soccorso alt impresa ; una 
Miniera di combustibile /ossile aperta per opera 
Vostra nella valle di Luni^ e per cui novello in- 
cremento verrà alt industria della Penisola , jo- 
no due /atti che onorano bastevolmente un no* 
me, e che più dicono d' ogni parola . 

Godo nelV animo di tributare quest" omaggio 
al vero sfidato che la pochezza del dono sia so^" 
venuta dalla sincerità de' sentimenti . 
Con tutta la stima mi protesto 

Di Voi^ rispettabilissimo Signore, 



Pisa S Marzo i834. 



Devotiss, Servitore, e CordiaUss, Amico 
Filippo Cormxdi. 



PREFAZIONE 



i^^iu scienza, essendo costituita di principj, ed aveiH 
do una forma assegnata dal metodo che li coordina , va 
di continuo soletta a due principali mutamenti : pe- 
rocché varia talora rispetto ai principi , tal* altra rispetto 
al metodo della loro associazione. Quindi panni potersi 
arrecare alcuna utilità alle scienze o perfezionandone il 
metodo^ o instituendo indagini che guidino a nuove sco- 
perte. Con queste si giova alle scienze tiovainlo prin-» 
cipj nuovi , generalizzandone alcuni tenuti per ispeciali « 
riconoscendo Terrore di altri avuti per inconcussi, e ri- 
formandoli convenientemente . G>1 perfezionamento del 
metodo poi si vantaggiano le scienze riordinando i prìn-» 
cip) , acciocché scorgasi vie me^o il fine cui sono diretti, 
uniformandoli alle nuove scoperte, e subordinando la lora 
sistematica associazione alla logica naturale della menre 
umana con evitare gli artificj del raziocinio . I sommi 
ingegni avanzano le scienze colle nupve scoperta: colora 
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poi che per ufficio ammaestrano la gioventù , debbon»^ 
ove altro non possano , emendare il metodo per ogni 
modo onde si appiani la via degli stud) , nel che consiste 
il supremo fine del metodo stesso 4 

Tale essendo il mio consiglio ho preso ad esporre in 
questo Saggio le dottrine trigonometriche coordinan- 
dole in maniera da renderne lo studio facile a un 
tempo e dilettevole . A ciò m'incoraggiarono i recenti a- 
vanzamenti delle scienze esatte , pei quali la Trigono- 
metria e le dottrine che ne derivano vedonsi notabil- 
mente accresciute. E a dir vero di tanto si è arric- 
chita la Matematica che al presente tempo vien re- 
clamata r opera di coloro cui ne è commesso Y inse- 
gnamento, affinchè la gioventù a più amplj e meglio 
ordinati studj sia indirizzata in questa parte dello scibi- 
le umano. Per la qual cosa, non avendo ristrette le 
mie cure soltanto al metodo, è stato mio proposito di 
formare un trattato in cui la Trigonometria venisse e- 
sposta in tutte le sue particolarità, e nelle sue prin- 
cipali applicazioni coerentemente alle più moderne teo- 
rie . Lontano però dal presumere che F opera mia ab- 
bia corrisposto al divi samento, ho creduto che questo 
tentativo niun altro titolo potesse idoneamente com- 
portare , che quello di Saggio d'un trattato generale 
di Trigonometria. 

Mi giova avvertire che volendo rendere questo Sag^ 
gio idoneo ancora alle mie lezioni , rispetto alle quali 
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tei h fona ristrìngere la materia in angustissimi limiti 
ho stimato conveniente di esporre le teorie in tale ordi- 
ne che a prima vista potrebbe sembrare inopportuno. 

Per servire adunque a questa sua particolare de« 
stinaùone il Saggio trovasi diviso in due tomi. Il 
primo comprende la Trigonometrìa elementare , e que- 
sto è il testo delle mie lezioni. Il secondo compren- 
de gli usi della Trigonometrìa neir Algebra , e le 
sue applicazioni all'Astronomia^ alla Geodesia ed al- 
la Gnomonica. In esso perciò si troveranno la teoria 
generale delle funzioni circolarì , la rìsoluzìone delle e* 
quazioni per mezzo della tavola dei seni , la risoluzione 
dei trìangoli effettuata col soccorso delle serìe trìgonome^^ 
rìche ; F esposizione dei metodi relativi alla misura delle 
distanze terrestrì e celesti , alla costruzióne delle map- 
pe, alle livellazioni; Fuso degli gnomoni, ec. Però può 
dirsi che il tomo secondo abbia per ispeciale oggetto 
r istruzione di coloro che aspirano al grado d'ingegnere 
architetto . Ma di ciò si rende conto esatto nella prefa- 
zione del tomo stesso ; qui occorre far parola delle cose 
contenute nel tomo prìmo. 

Le quattro parti di che esso è composto sono precedu- 
te dai prìncipi fondamentali dell'applicazione delF Alge- 
bra alla Geometria , pei quali si vuole accennare come 
r Algebra si presti ad esprìmere le condizioni geometrì- 
che , e come geometricamente s'interpretino, e si costrui- 
vano le espressioni algebriche . Il modo di porr^ in e^ 



qukzione i problemi di Geometria , il princìpio della eh 
mogenìtà , le costruzioni , e Y ufficio dei segni sono le 
materie discórse , e che ho divisato di porre in chiara 

luce. 

Mi sembrò che la difficoltà di prescrivere regole gè* 
nerali intorno al modo di tradurre i problemi , avver- 
tita da tutti gli scrittori d' Elementi di Geometria a- 
nalitica , potesse in parte rimuoversi con distinguere le 
proprietà delle figure geometriche in proprietà di si- 
tuazione, e proprietà di grandezza; poiché osservan- 
do che le proprietà di grandezza si risolvotio immediata- 
mente in altrettante condizioni aritmetiche, che a pro- 
prietà di situazione conseguono proprietà di grandezza , e 
che i problemi si dividono principalmente in due ordini ^ 
secòndochè la figura da costruirsi dee corrispondere a 
proprietà di grandezza o di situazione, viene a tracciarsi 
gran parte della strada che guida allo scioglimento di 
qualunque geometrico quesito . 

In quanto alla spiegazione dell'ufficio dei segni mi 
sono attenuto alla teoria delle figure correlative, la qua- 
le, ove ancora non bastasse a vincere gli scrupoli di tutti 
i geometri su tal proposito^ è da reputarsi ammira-^ 
bile tentativo di un sommo ingegno , di che conviene 
istruire gli studiosi . Più volte mi sono maravigliato 
meco stesso di non vederla sommariamente esposta nei 
trattati ad uso delle scuole, .mentrechè a dimostrare Tuf- 
ficìo dei segni si seguono certi altri principj ^ i quali iii 
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-luogo di rìsciiiaraTé ottenebrano la niente dei princi« 
pianti . Il Signor Francoeur soltanto si può dire che ab-" 
bià accennata questa teorìa nel suo Corso di Mate*' 
malica^ ma per la somma stretteiEza in che egli si 
e tenuto, non ha, a dir vero , bastevolmente dichiarato 
il divisamento dell' illustre autore : io , volendo pre* 
sentarla in un modo semplice , ho mosse le considera- 
zioni da akuni particolari , e mi sono gradatamente a- 
Vanzato ai principj generali , sembrandomi che una tale 
dimostrazione riuscisse più idonea ai principianti di 
quella che leggesi nella Geometria di posizione. 

Venendo ora alla Trigonometria dirò, che nella prima 
patte dopo avere spiegata T origine dei seni , e dimo* 
strato il principio della proporzionalità dei lati d' un 
triangolo coi seni degli angoli opposti , si procede imme-^ 
dìatamente alla risoluzione dei triangoli, dimostrando 
come il solo suddivisato principio sia bastevole ad efFet- 
tuarla in tutti i possibili casi . Questo abbozzo ; per così 
dire , della Trigonometria dà chiara idea del suo ogget- 
to , de' suoi mezìd , e pone i principianti in istato di ap- 
prezzare le susseguenti indagini, lì calcolo della tavola 
dei seni che quivi solo si accenna , rimettendone gli ul* 
teriori sviluppamenti a luogo più idoneo del trattato , 
preceduto dalle formule per la moltiplicazione, e divisio- 
ne degli archi , non presenta al certo veruna difficoltà , 
rome quello che nasce spontaneamente dalle formule 
stesse . Tutta le formule poi esprimenti le relazioni del* 
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le rette trigonometriche di uno, o piii archi sono state di^ 
stinte in varj ordini per modo che agevolmente scorgasi 
la loro più naturale filiazione , e si raccomandino alla 
memoria per una vera associazione d'idee: non ho tra- 
lasciato di avvalorare quelle che piiì di frequente vengo^ 
no in uso , con dimostrazioni geometriche , le quaK 
mentre servono di verificazione , rendono più sensibile la 
verità , ed ammaestrano la gioventù in quelle sottili ar- 
gomentazioni degli antichi geometri troppo trascurate ai 
dì nostri. Si termina la prima parte con sottoporre a 
nuovo esame la risoluzione dei triangoli, potendosi a 
questo luogo profittare di tutti i mezzi della Trigonome- 
triafper istabilire metodi più semplici di quelli esposti 
in principio . 

La seconda parte si raggira sopra gli usi della Trigo- 
nometria nella risoluzione dei problemi , e nella dimo- 
strazione dei teoremi di Geometria . La scelta dei pro- 
blemi e teoremi è stata fatta per modo che le formule ri- 
sultanti fossero suscettibili di alcuna utile applicazione, 
e riuscissero interessanti anche per Y eleganza dei calco- 
li . Meritano particolare osservazione le proposizioni so- 
pra i poligoni, e quelle sopra. le aree; poiché le prime , 
come si vede ne' quesiti risoluti , servono alla Poligono- 
metria rettilìnea, le altre s'impiegano nella Topografia, 
siccome vedremo a suo luogo , per la misura delle su* 
perfici agrarie . 

La terza parte comprende la Trigonometria sferica; 
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<|uivi dopo avere dimostrate le proprietà dei triangoli 
sferici si passa alla loro generale risoluzione , la quale 
vien eseguita in tutti i casi che possono occorrere me- 
diante un solo principio, seguendo la scorta delFincom. 
parabile Lagrange (*). Qui pure non ho mancato di 
avvalorare i risultati del calcolo colle geometriche co- 
struzioni , per cui si schiariscono mirabilmente le regole 
della risoluzione dei triangoli aferici , e si acquista una 
chiara idea della composizione delle formule ad esse re^ 
lative . 

La cpiarta parte finalmente può aversi qual* appendi- 
ce della seconda ; essa comprende una serie di problemi 
sopra i triangoli sferici, i parallelepipedi, e le piramidi* 
tutti utili , ed interessanti per la semplicità ed eleganza 
della soluzione. 

A queste quattro partj conseguono varie Note, ed 
un Appendice contenente la teoria elementare dei loga- 
ritmi . Avendo tolto ogni esempio numerico dal Sag- 
gio ho creduto che fosse mio debito aggiungere questa 
teoria sviluppandola in tutte quelle particolarità che in- 
teressano Tuso delle tavole: d^ altra parte essendo essa 
nata per servire specialmente ai calcoli trigonometrici è 
conveniente che ad un trattato generale di Trigonome- 
tria si trovi congiunta ; tanto più che non si trascura dì 
&r parola dell'uso delle tavole logaritmico-trìgonometrì« 

{*) V. Journal de i' Èco le poljrtecnique , T, /* 
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«he, delle quali pure storicamente si tratta, facendo 
l' enumerazione delle tavole più celebri da Nepero sino 
all'epoca nostra. 

Le Note versano sopra le materie che richiedevano 
una ulteriore spiegazione , o sopra quelle che non han- 
no trovato il loro opportuno luogo nel Saggio . In esse 
si troveranno moltissime formule tri^nometriche , le 
quali ove fossero state inserite nel testo, ne avrebbero 
estesi i capitoli fuor di maniera . 

Resta eh' io dica che nella compilazione di questo 
Saggio ho avuto ricorso a quanto scrissero su la Trigo- 
nometria Eulero, Lagrange , Gagnoli, Legendre , Fran- 
chini, Santini, Develay , Lefébure de Fourcy, ed al- 
tri chiari geometri, e se talvolta omessi d'indicare i 
nomi loro , il feci per servire alla brevità non per ap^ 
ropriarmi le cose da essi somministratemi . 



INTRODUZIONE 

P&UrCIPJ FONDAMENTALI DELL* APPLICAZIONE DELL'ÀLftEBEA 

ALLA GeOMETEIA. 



CAPITOLO I. 

Dei problemi geometrici e della omogeneità. 

I. Il misurar l'estensione costituisce l'oggetto primario 
della geometria . Questa operazione che si può fare su l' e- 
stensione a una dimensione , o a due, o a tre, cioè su le li- 
nee, le superficie ed i solidi, dovette presentare ai primi 
geometri non lievi difficoltà, ogniqualvolta l'irregolare 
configurazione della superficie, o del solido da misurarsi, 
non presentava alcun apparente rapporto colla figura del- 
la superficie, o del solido assunto per termine di confron- 
to, cioè preso per unità. Infatti, il misuramento di una su- 
perficie , preso per unità un quadrato , consistendo nel de- 
terminare quante volte esso sia contenuto nella medesima, 
se la superficie da misurarsi sarà un rettangolo , l' opera- 
zione non presenterà alcuna difficoltà, vedendosi chiara- 
mente la possibile sovrapposizione del quadrato sul rettan- 
golo, stante 1* uguaglianza degli angoli di queste figure. 
Ma se la superficie sarà per esempio un quadrilatero irre- 

I 
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golare, non potendo i suoi angoli coincidere cogli angoli 
del quadrato, sarà impossibile effettuar la sovrapposizione 
e determinar U misura ddU superficie medesima . Di qui 
ha origine la necessità di trasformare i poligoni ed in gene- 
rale le figure irregolari in altre equivalenti e regolari in 
qud modo che si richiede per misurarli • 

Or questa trasformazione dei poligoni in rettangoli equi- 
valenti non potendo dipendere che dalle proprietà di cui 
godono i poligoni rispetto ai loro angoli e ai loro lati y do- 
veva indurre i geometri ad indagare tali proprietà, prima 
di procedere alla risoluzione dei problemi relativi alla mi- 
sura dell'estensione. 

a. Queste proprietà sono pertanto quelle che veramente 
costituiscono 1* oggetto più universale della geometria : esse 
si distinguono in proprietà di situazione e in proprietà 
4i graneiezza • 

Le proprietà di situai^ione soaq costituite nella figura 
dalla posizio(ie rispettiva delle site rette ; 6 conosciute d'al^ 
tronde, servono a determinare questa posizione, allorché 
è incognita. Per esempio il centro di ^n circolo, allorché 
di esso sono date due corde , si trova, conducendo sul mez- 
zo, di (^Vieste du^ pejcpendicolari : tal costruzione dipende, 
come è ^l^iaro, dalla nota proprietà di situazione, che la 
perpe^4i<^olare sul ^lezzo di una corda pass^ pel centro del 
s^Q arco . La tangente ^d ^^ circolo in un punto dato é de- 
tcrminata 4aH^ perpendicolare ins^U.ata sull' estremità del 
rs^gìo tirato a quel punto;, poiché q^uesta perpendicolare 
gode di tal proprietà di situazione^ per cui non l^ia che il 
soJ|o punto dato a con^une colla circo^r^nza . 

Tie proprietà di grandezza sqno determinate dalla mutua 
dipendenza delle lunghezze 4^Ue re^e costitne^ti una fi* 



iirtRòDtzJròìfi 3 

f^ra. Per esempio dalla mutua dif^efldeiisa ddle lunghez- 
ze dei lati di nn triangolo rettangolo derìta là pi>éprieli di 
grandecza di eoi gode questa figura » ris{^tto Ai lati mede^ 
simiy in virtù della quale il quadrato fatto sopra Tipote^ 
nnsa è uguale alla somma dei qiiàdrati fatti sopra i lati 
ddl* angolo retto . Cosi ancora la pro^ìrieta di grandezza 
ìlei circolo , i>er cui ogni corda è media proporzionale fra 
il diametro ed il segmento adiacente, coHega la hiUghekza 
di una data edrda , quella del segmento adiacehte è quella 
del diametro. 

3. É mirabOè poi 1* intimo legame che bsiste itk fé prò* 
prietà di situazione e quelle di grandezza ; imperocché qua- 
si costantemente ad ogni proprietà di grandezza in una fi- 
gura consegue una proprietà di situazione de^^t dementi 
che la figura stessa costituiscono ; e viceversa . Per esenipio 
se i due lati di un triangolo fossero divisi da una retta in 
parti proporziomali, essa sarebbe paratila ài terzo lato: sé 
i quattro lati di uii parallelogrammo fossero nghali , le dla^ 
gonàli del medesimo si tatuerebbero ad angoli retti : se fa 
perpendieolare abbassata dal vèrtice dell'angolo di un triàn- 
golo sul lato opposto fosse media proporzionale fra i due 
segmenti in cui questo lato riman diviso , queir angolo sa* 
rebbe retto. Queste proposiziont dimostrano ad evidenza 
come posta una proprietà di grandezza y ne derivi talvòlta 
una di situazione. 

Vedesi poi facilmente come da proprietà di situazione 
possano inferirsi proprietà di grandezza. Sappiamo che 
ne'triàngoli simili la j^t*e{»òi%ion alita dei lati omologhi è vt- 
iia consegnenta dell' uguaglianìea degli angoli; che condotte 
da un medesimo punto una tanj^ente ed una secante al cir- 
colo , la tangente risulta media proporzionale fra T intera 
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secante e la di lei parte estema; che la linea retta la qnal« 
divide in due parti uguali un angolo di un triangolo divi- 
de pure il lato opposto in due parti proporzionali ai lati 
adiacenti. 

4. Qui occorre osservare che nelle proprietà di grandez- 
za la geometria si risolve per modo di dire in aritmetica; 
perchè siccome le grandezze (sieno queste linee, o super- 
ficie, o solidi), allorquando vengono paragonate alla lo- 
ro respettiva unità diventano numeri , segue che le pro- 
prietà delle linee, delle superficie e dei solidi che si rife- 
riscono alla loro grandezza , si traducono naturalmente in 
altrettante relazioni di numeri, o equazioni da verificarsi 
per mezzo del calcolo . Essendo in un triangolo i lati del- 
l' angolo retto espressi pei numeri 3 e 4* 1' ipotenusa per 
5, dovrà essere 

questa sarà l' equazione, che verificandosi, comproverà l'e- 
sattezza di quei dati . Essendo la corda di un circolo espres- 
sa per esempio da 6, il diametro di esso circolo da 18, ed 
il segmento adiacente alla corda medesima da a , avremo 

18 : 6 : : 6 : a; 
donde l' equazione 

6«<»i8.a, 
che si verifica. 

5. Da ciò apparisce che se uno degli elementi che entra- 
no in una proprietà di grandezza, ovvero uno dei numeri 
in cui essa si traduce fosse ignoto, l'aritmetica servirebbe 
a determinarlo: suppongasi per esempio che nella prima 
delle due precedenti equazioni sia ignoto uno dei lati che 
costituiscono r angolo retto, e sia 1' altro lato espresso per 
4 e ripotenusa per 5: chiamato x il lato incognito, avremo 
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ora 4-4»= 5» 
e quindi 

a-» =^- aS — i6 = 9, ed j? = 3. 

Suppongasi che nella seconda equazione sia ignoto.il dia*- 
metro e che la corda sia espressa da 6 ed il segmento adia- 
cente da 2 ; chiamato x il numero esprimente il diametro y 
per determinare x dovremo risolvere l'equazione 6» ■« ax, 
dalla quale ricavasi x s= i8. 

Ecco una idea del modo con cui V aritmetica può risol- 
vere problemi di geometria; i risultati x = 3, x=i8 in- 
dicano che le rette cercate contengono T assunta unità di 
misura respettivamente tre volte e diciotto volte . 

6. Poiché dunque la geometria e l'aritmetica hanno sot- 
to questo punto di vista un rapporto comune, si vede che 
un quesito di geometria , nel quale dalla lunghezza data di 
più linee di cui sono note le proprietà di grandezza si pro- 
pone di dedurre la lunghezza d*un'altra linea , si dee poter 
risolvere per mezzo del calcolo; perchè tradotte queste 
proprietà in termini generali , cioè in termini algebrici, coi 
quali si esprimono generalmente le operazioni dell* aritmeti- 
ca, avremo una equazione tra gli elementi cogniti e l'ignoto; 
quindi T ignoto medesimo potrà dedursi senza difficoltà. 

7. In applicazione di questi principj prendiamo a ri- 
solvere i quesiti seguetiti . 

I. Essendo dato un triangolo, dividere uno de' suoi la- 
ti in due segmenti proporzionali ai quadrati costrutti sopra 
gli altri lati. 

Se i Iati del triangolo , riferiti ad una comune unità linea- 
re, risultassero respettivamente espressi pei numeri a, b, e, 
e se il lato da dividersi fosse quello espresso per a, l'ele- 
mento incognito sarebbe manifestamente una delie due par- 
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ti proporzionali ai quadrati b^ e e* , nelle quali dobbiamo 
dividere il numero a. Espressa questa parte incognita per 
j:, l'altra si esprimerà per a — x, e l'equazione in cui si 
traduce una tal condizione sarà 

b* :c^ : : a — x ix 
donde 

b^ x-s^ac^^^c* X 
e quindi 



a e* 



(A) 



6» -he» 

II. Essendo dati il valore a deli' ipotenusa d' un trian- 
golo rettangolo, ed il rapporto min degli altri due lati , 
trovare il valore di essi • 

Esprimendo uno dei lati col numero ignoto x, l'altro 
dovrà esprimersi per Y (a a — x»); laonde avremo la pro- 
porzione 

f/ (a« — X») ixiimin'y 

e quindi l' equazione 

n'y [a* — x«) sa m X 
donde si ha 

x= 2f (B) 

III. Essendo dato il valore A del perimetro di un trian- 
golo, ed i numeri m, n^ p proporzionali ai suoi lati, tro- 
vare i valori dei lati medesitei • 

Rappresentati questi valori per x^y, z, avremo la pro- 
porzione 

X :m::jr: n :: zip 
e quindi 

m-\- n~\^p : x-f-J^-h* :i mix iiniy.ipi z 
e posta la soinma dei tre numeri dati m -f- ^t -h j» «= j , sarà 
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s: A :: mix:: n:jr::p: z 

m k ¥1 k p k f^^ 



« finalmente 

mk nk pk 



X 

S '" S ' s 



rV. Dati il valore a dell'ipotenusa, ed il yalore s ddk 
somma deg^ altri lati , troyare il valore di essi • 

Posto il valore di uno di questi Iati x , quello dell' altro 
sarà s — or ; talmentecbò avremo l' equazione 

4?» -+- ( J 4?) • =a a» 

e quindi 

jc=JLs:^JLy (ia*—s^) . . . . (D) 
a a 

y. Dividere una retta data in media ed estrema ra- 
gione. 

Sia a il valor numerico della retta; ed x quello della par- 
te nttaggiore della retta medesima. Siccome x debb' essere 
i4n ]9edìo geometrico fra a ^ x ed a , avremo 



« — x: x:: x:a 
donde 

(a — x) ass xs 
ed 



. jLi:|/(a.+ ^) (E) 



oTTcro 



«=-(±^5 — i)i (F) 

a 

VI. Dividere un circolo dato , mediante un altro circolo 
concentrico y in media ed estrema ragione; ovvero in lai 
modo che l'armilla risulti media geometrica tra. i due cir* 
coli. 

V elemento incognito è evidentemente il raggio del cir- 
colo concentrico da descriversi; poslQ essx il valóre di 
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questo raggio, e chiamato r il raggio del circolo dato, itì;*, 
ir ra saranno le rcspettive aree di quei circoli , e ir (ra — jpa ) 
sarà r area dell* armilla; cosicché avremo 

ir X* : ir (r» — :ra ) : : ir ( /•« — j:» ) : irr« 
ed 

rxs^r^ — X* 
dalla quale si ha 



-T-^-C"-^) 



Si vede che questa formula è identica colla formula (E) ; 
ciò mostra che il problema si riduce a dividere il raggio 
del circolo dato in media ed estrema ragione. Infatti dal- 
l' equazione 

/•x=:rs — X» 

si ha la proporzione 

r — X :x :: X : r, 

8. La risoluzione di questi problemi non ha presentato 
alcuna difficoltà; poiché tutto riducendosi a determinare il 
valore di uno, o più elementi geometrici atti a soddisfare 
ad alcune proprietà di grandezza, é riuscita perfino super- 
flua la costruzione della figura , potendosi in tal caso ri- 
durre lo stato della questione ad una semplice relazione di 
numeri traducibile in equazione senza aver ricorso ad al- 
cun artifizio analitico . Ma talvolta il quesito richiederà la 
costruzione di una figura , che soddisfaccia ad alcune pro- 
prietà di situazione, e siccome i principj esposti non com- 
portano altra applicazione dell' algebra , che quella per cui 
si traducono in numeri le proprietà di grandezza , avvi luo- 
go di credere^ che questo particolare ordine di quesiti 
abbia d' uopo di alcune speciali regole per la determinazio- 
ne dell' equazione . Prendiamo a ricercarle nella risoluzio- 
ne de' seguenti problemi . 
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I. Determinare stipra la retta MN (fig; i) data di jpo- 
siziotie, un punto ^ in modo che le rette condotte da esso 
ai due punti parimente dati A e £ formino i due angoli 
adiacenti alla medesidia retta ugnali . 

Qui si tratta, come è manifesto, di costruire una figura 
col mezzo di rette che soddisfacciano ad una indicata pro- 
prietà di situazione: a prima Tista non si scorge come Tal* 
gebra possa prestarsi ad espritiierla; ma quando si jiensi 
che a proprietà di ntuazione soglioho Tenir dietro proprie- 
tà di grandezza 9 redremo chiaro un })rlncipio che imme- 
diatamente risolve r indagine che ci liamo proposta ; infat- 
ti, se per le poste proprietà di situazione dovranno aver 
luogo proprietà di grandezza , se queste proprietà di situa- 
zione e grandezza dovranno coesistere in un modo inva- 
riabile, è manifesto che ove la figura godesse di alcune 
proprietà di grandezza, quella medesima costruzione che 
le dà esistenza costituirebbe le annesse proprietà di situa- 
zione • 

Rimarranno a determinarsi le opportune proprietà di 
grandezza conseguenti alle date proprietà di situazione, 
ma in ciò dovremo ricorrere^alle proposizioni della geome* 
tria per le quali ci sono note tutte le proprietà delle diver« 
se figure ; e queste proprietà ci dovranno servire come di 
mezzo per instituire un util confronto . 

Nel supposto pertanto che il punto richiesto sia JT, coB'>- 
duciamo le rette AX e £ X; gli angoli AXMy BXM 
dovranno risultare uguali; quindi abbassando le due pér-^ 
pendieolari AC e £ D sopra MN^ ì due triangoli ACX 
t £ DX dovranno risultare simili ; e come simili dovran- 
no avere i loro lati omologhi proporzionali : Questa è u- 
na proprietà di grandezza che tien dietro alla posta prò- 
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prietà di situazione. La figura è pertanto puramente i- 
potetica, ma prendendo per incognita una delle rette da 
cui dipende tutta la sua costruzione , e tale che sia alle 
altre rette congiunta per proprietà di grandezza, sarà a- 
gevole determinarne il suo valore , e quindi agevole r.e- 
seguire la costruzione richiesta . Frattanto nel caso nostro 
dovremo prendere per incognita la retta CX^ ed indicar- 
ne il valore numerico da determinarsi per x ; allora espri- 
mendo per le lettere dy tf ed a il valore delle rette co- 
gnite ACy BD^ CDy delle quali le due prime esprimo- 
no le date distanze dei punti A e B dalla retta MN^ 
V altra esprime la parte dì MN intercetta fra le perpendi- 
colari da essi punti abbassate , avremo 

di df iix i a — X 

d! X == ad — d X 
e quindi 

II. A viemeglio schiarire T esposta dottrina, proponia- 
moci di costruire sopra una base data A B ( fig. a ) rap- 
presentata pel numero a , un tKangolo isoscele , in cui cia- 
scuno degli angoli adiacenti alla base medesima sia doppio 
dell' angolo al vertice • 

Sia A B C)\ triangolo isoscele in cui ciascuno degli an- 
goli uguali ABCeBACè doppio dell'angolo A CB. Per 
discoprire una delle proprietà di grandezza che da tale i- 
potesi possono derivare, osserviamo che una retta ^ Z> la 
quale fosse condotta in modo da dividere l'angolo AB C in 
due parti uguali , formerebbe il triangolo A B D simile al 
triangolo ABC; dunque i lati AC^ CB , AB dei triango- 
lo u^ ^ C dovrebbero essere proporzionali ai lati respetti- 
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▼amente omologhi AB^ BD^ AD àia triangolo ABD\ ma 
poiché A Cs CBy doTrebbe pure essere AB^ss,BD^=^DC. 
Queste sono le condizioni a coi dee soddisfare la figura cor^ 
rispondentemente all'indicata proprietà di situazione. Ora 
osservando che la costruzione della figura dipende dal lato 
A Cy chiamato x il numero incognito esprimente il valore 
di questo lato» sarà x — a il valore ài AD^ e per conse- 
guenza 

xiaii ai X — a ^ 

x^ — ax = a^ 

X = -^rtl^ («•+!-•)... (H) 

a 4 

in. Sia dato il triangolo ^^C (fig. 3) e la retta ilfiV 

condotta comunque a traverso i lati A By AC; proponia« 
moci di condurre una parallela mn ad essa retta in modo 
che il triangolo ^^C risulti medio proporzionale geome- 
trico tra i due triangoli AMN^ eà Amn. 

I tre triangoli AMN^ ABCyAmn^ hanno un angolo 
comune in. A\ perciò essi sono proporzionali ai respettivi 
rettangoli dei lati costituenti quest'angolo comune; or le 
quattro rette AM^ AN^ AB^ AC date in grandezza, pos- 
sono intendersi espresse pei numeri m^n^hy c\ le rette 
Amy An d'ignota grandezza possono esprimersi pei nu- 
meri ignoti Xjy\ ciò posto , per la prima proprietà di gran- 
dezza a cui dee soddisfare la figura , avremo la proporzione 

mn z oc : : bc : xy 
e quindi l' equazione 

mnxjr^ò^c^l 

in questa guisa parrebbe che il problema fosse indetenni* 
nato 9 cioè, che la retta mn potesse condursi in infinite 
maniere; ma riflettendo che questa retta dee soddis£8ute ad 
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tua proprietà di situsiitioixe, poiché deve essere parallela ad 

iRf iV, è manifif^p cke dovremo iaeludere nella equazione 

sudd^lta la proprietà di grandeasa che m caiiMig«e, per 

cui sarà 

m: ni: jc :jr 
e perciò 






e quindi 



^ (I) 

n 



ly. Inscrivasi un quadrato in un dato semicerchio j4BDj 
( fig. 4 ) in modo che uno dei suoi lati coincida col diame- 
tro! e proponiamoci di determinare il valore del lato del 
quadrato . 

È manifesto che le estremità del lato coincidente col dia- 
n^efro dovrani^o essere ad egual distaiisa dal centro C. Ciò 
posto 9 sia MNP Q il richiesto quadrato; avremo allora 
MQ^MN==^%MC\ indicato conx il valore 4i MCj e 
f on r q|ie(lo dd raggio A C, sarà 

rs sa j-a -f. 4 xs 

'-^^r^ (^ 

ovvero 

r 






{^ 



9. Frattanto risulta che comf? néU' algebra propriamente 
detta, cosi neir applicazione dell* algebra alla geometria Io 
scioglimento di un problema consta di due parti ; la prima 
è la traduzione dd problema in linguag^o algdbrioo, cioè 
in equazione; F altra è la risoluzione delF equazione me- 
desima. In quanto alla traduzione dd problema in equa- 
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sione conyien dire che il primo e più generale canoDe su 
cai essa riposa consiste nd supporre il problema risoluto ; 
per cpiesta supposizione , d'altronde coerente al procedi- 
mento della mente umana in ogni sua speculatiTa indagine, 
r demento da determinarsi considerasi come noto, la fign^ 
ra da costruirsi considerasi come costrutta , e ciò serre mi- 
rabilmente a dirigere i nostri tentatici, dietro una sicura 
scorta, verso l'oggetto Tcro della ricerca: percbè se nd- 
i' enunciato del problema si scorgerà immediatamente una 
proprietà di grandezza in cui sia incluso V elemento che si 
richiede, supposto cognito il valore di questo elemento, ed 
indicatolo per la lettera :r, avremo immediatamente 1* e- 
qnazione; se il problema non preciserà in un modo po- 
sitivo le proprietà di grandezza in cui può entrare V inco- 
gnito demento, ovvero richiederà la costruzione di una 
figura ch^ soddisfaccia a propri.età di situazione, suppo- 
nendo questa figura costrutta di fiitto , agevolmente si 
scorgeranno le proprietà di grandezza che ne conseguo- 
no ; tra queste sceglieremo quelle che basteranno a verifi- 
care le condizioni del problema e che conterranno una del- 
le rette incognite da cui possa dipendere tutta la costruzio- 
ne ddla figura ; da esse avremo 1* equazione come nel pre- 
cedente caso. Relativamente a ciò vuoisi osservare che in 
ogni quesito molli dementi sono dati implicitamente; e 
ehe perciò dopo aver disegnato la figura ipotetica, l' opera 
nostra dee consistere nel rendere questi dementi espliciti 
onde facilitare la ricerca ddle proprietà di grandezza : per 
esempio , essendo data la posizione di una retta e di un pun- 
to , sarà data implicitamaite la distanza di esso dalla retta 
medesima ; ond'è che potremo abbassare da quel punto so- 
pra la retta una perpendicolare e considerarla come uno dei 
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dati del problema. Tali costruzioni sono indispensabili per 
dedurre dalle ipotetiche proprietà di situazione le opportune 
proprietà di grandezza. Queste ossenrazioni non presente^ 
ranno alcuna difficoltà, ove siensi meditate le particolari ri- 
soluzioni dei problemi precedenti, poiché racchiudono i 
principi! che noi esponiamo; ma conyien confessare che 
molto bisogna rimettere al discernimento dell'operatore, ed 
alla pratica che insegna tutti gli artifizi! del raziocinio dei 
quali talvolta si può far uso utilmente. 

10. Risoluta r equazione in cui sono state tradotte le 
condizioni del problema, ovvero trovata l'espressione alge- 
brica dell' incognita , quello che resta a fare è un calcolo a- 
ritmetlco indicato dalla composizione dell' espressione me- 
desima; i valori numerici delle quantità che vi sono com- 
prese saranno indicati dai casi particolari in cui potrà tro- 
varsi il problema. 

11. Bensì non bisogna credere che indipendemenCe da 
questi calcoli non sia possibile trovare 1' elemento che si 
ricerca; è d'uopo osservare che nello stesso modo con cui 
le proprietà geometriche dell' estensione possono essere tra- 
dotte in equazioni algebriche , viceversa queste e le trasfor- 
mazioni a cui vanno soggette possono essere interpretate 
per modo che esprimano delle proposizioni di geometria. 
In primo luogo è chiaro che se una retta contenente tre 
volte l' unità di misura lineare può esser rappresentata dal 
numero 3 , viceversa dal numero 3 e dall' assegnata gran- 
dezza dell'unità si può ricavare la retta stessa. Di più se 
d e ^ rappresentassero i valori numerici di due rette AC t 
BD (fig. I ) e fosse z=ad^d!j si saprebbe a un tempo 
che il valore numerico della retta z è indicato dalla somma 
dei numeri d e d'y e che la retta rappresentata da z si può 
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effettivamente ottenere prolungando jÌ C ài una quantità 

indicata da i?2). Dalla formula poi x = -f_ (Gj, ovvero 

a ti- 
^=^ — , la quale dkz:a::d:x^sì vede che x è una quarta 

proporzionale geometrica dopo z, a^ d, ovvero che la retta 
rappresentata per x è una quarta proporzionale geometrica 
dopo AC+BD^ CD ed .^ C; ed è manifesto che essa si 
può determinare coi noti metodi grafici che e' insegna la 
geometria elementare . Qui giova osservare che prendendo 
sul prolungamento dì B D una parte DB'— B D, e tiran- 
do A Xy la quarta geometrica suddetta è CX-^ difatti 

JC: CXiiB'D: DX; 
e perciò 

A C-^B'D : CX+DX::AC :CX; 
ovvero 

j4C'\-BD: CD i: AC: CX. 

Sì vede dunque che i calcoli indicati dall' espressione del-- 
r incognita non sono indispensabili per determinare il suo 
valore geometrico, o assoluto: e che mediante le operazioni 
grafiche le quali si effettuano colla riga e col compasso si può 
rendere indipendente dall' aritmetica una formula che ap- 
partiene alla geometria» Queste operazioni chiamansi co- 
struzioni geometriche : per mezzo di esse sempre si trova la 
grandezza assoluta dell' incognita : mentrechè pei calcoli a- 
ritmetici non si può ottenere questo valore assoluto , se 
non quando l'incognita risulta espressa per un numero in- 
tero 9 o per un numero fratto . La formula (F) mostra chia- 
ramente che i|on v'ha alcun numero, il quale possa esser 
razionalmente diviso in media ed estrema ragione : e questo 
è uno dei ca»i in cui per avere l'esatto valore assoluto del- 
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r incognita t conviene aver ricorso ad una geometrica eo-» 
struzione. Qnesta costruzione nei caso attuale riesce faci- 
lissima, quando in luogo della formula (F) si consideri la 
sua identica (E); posto il radicale =» «, e non prendendo 
in considerazione che il suo segno positivo per non impe- 
gnarci in discussioni che or sarebbero fuori di luogo , a- 
avremo 

a^ a 

4 2 

lo che mostra che z rappresenta 1* ipotenusa d* un triang^olo 
rettangolo nel quale gli altri lati sono rappresentati da a 

ed —. , e J7 è r eccesso di questa ipotenusa sopra — . Co- 

si essendo ^^^ la retta indicata per a, inalzando all'estre- 
mità B la perpendicolare i^C eguale alla metà di ^^^ a- 
vremo AC'^z; quindi se fatto centro in C col raggio M C 

descriveremo V arco B D , avremo AD -a^z — — ; final- 

mente se fatto centro in ^ , e col raggio A D descriveremo 
un arco , esso dividerà la retta A B nel punto X in media 
ed estrema ragione . Dobbiamo p«rò osservare che V errore 
che si commette determinando ar mediante la costruzione 
geometrica, a cagione dell'inesattesaa dui vanno soggette le 
grafiche operazioni è più grande di quello che deriva dal 
calcolo in virtù del quale V errore che si commette nella 
valutazione degF irrazionali si può render piccolo quanto 
vogliamo . 

la. Risalta frattanto che per trovare indipendentemente 
dal valore numerico dèlie rette, la grandesza dell' inco- 
gnita, si rende necessario sapere interpretare geometrica- 
mente la formula algebrica che si trova risolvendo V equa- 
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Kione, l^igendovi anziché i calcoli aritmetici indicati dal 
t^ni, quelle proprietà geometriche deli' estensione che con 
essi ooncmrdano. Prima però di accingerci ad assegnare le 
opportune regole a tale oggetto, cominceremo dall'esami* 
nàre se nna equazione algebrica qualunque , nella quale 
Tengano considerate le lettere di cui è funzione come rap- 
presentanti r assoluta lunghesza di linee rette, possa eo- 
stantemente ammettere una interpretazione geometrica, o 
se, ammettendola,, debba in tal caso soddisfare ad alcune 
particolari condizioni . 

£ da ossenrarsi che le linee entrano in calcolo parago- 
nate alla loro unità di misura; cioè come numeri astratti; 
ed essendo j4£y CD^ EF^,.. (fig. 6) varie rette, MN 
Y unità di misura , una figura costrutta con queste rette da- 
rebbe luogo per le sue proprietà di grandezza, ad una equa* 
zione la quale, otc volessero introdursi in calcolo, le effet- 
tive lunghezze delle rette medesime in luogo dei numeri 
eotrìspondenti , non potrebbe esser che una funzione delle 

frazioni , — , — — . ,.... che sono i rapporti delle 

rette medesime coU'unità. Frattanto dalle regole dell'addizio- 
ne, sottrazione, moltiplicazione e divistone segue che que» 
ste quantità in qualunque modo combinate dd)bono neces- 
sariamente condurre a dei risultati omogenei f cioè tali che 
tolte le frazioni per la riduzione al medesimo denominato- 
re, tutti i termini risultino composti del medesimo numero 
di fattori . Questa sembra dover essere la condizione a cui 
è d'uopo che soddisfaccia una ecpiazione, affinchè le lettere 
di cui è frinzione rappresentino l'effettiva lunghezza di più 
rette, e onde sia la legittima traduzione ddla proprietà di 
frandeaza d' nna figura . Per dimostrarlo colla dovuta gt:- 

3 
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aeraiità, indicati i detti rapporti per le frasioni ^ , — , 

— > ec. , rappresentiamo una fìmsione qfiiahuMpie dà ne- 

desimi per 01 — , — «, JL,...V oVrero f posto 

\ u u u f 

a b e 

— = Pf^^q, — — Ty per 

u u u 

Per procedere con semplicità , supponiamo in primo luo- 
go che trattisi de' due soli elementi —, — ; avremo in 

Il II 

generale, ordinando rapporto a />, 

<fi(P9 q)=^ji-\'£p+Cp»^Dp»-\' 

E siccome l'espressione algebrica de'coefficienti jÌ, B, C, ... 
non può contenere che la sola lettera q, l'ipotesi più ge- 
nerale che si possa fare intomo alla forma di essi consisterà 
nel supporre 

Il ic* 

Il II* 

ove N, If,. ., M, ilf, . • . Py P') . . • ec, non potendo esser 
che numeri 9 ogni termine sarà ddla dimensione zero; ma 

p = —^ è pure della dimensione zero : dunque ogni termi* 

nedi^i — 9 — 1^ àtXiz. dimensione zero. Avrebbe luo- 
\ « u f 

go lo ftesso ragionamento, se la funzione si supponesse or- 
dinata rapporto % q. 
Nella ipotesi che la funzione comprenda tre elementi 

— f — y — , sarà 
Il « Il 
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e r espressione algebrica de* coefficienti ji\ B\,., non po^ 
tra contenere che le lettere ^ ed r; perciò sarà 

^'= ^(g, r), B'^ f(q, r), C= ^'"(^, r), ec.; 
ma per la dunostrasione precedente queste funzioni dopo 

la sostituxione de' rapporti _, ^ in luogo di 9 ed r, ri- 

u u 

sultano ddla dimensione zero^ dunque él — ^ — 9 -^1 

\ tt u u f 

è pure ddla dimensione zero. 

Se g^ elementi della funzione fossero quattro — > — , 

u u 

Cd ^ . . . 

— 9 — 9 ne* coefficienti di essa ordinata rapporto a p, ne 

sarebbero contenuti tre; cosi essi ed in conseguenza anche 
la funzione stessa sarebbero della dimensione zero . In gene- 
rale la funzione , essendo n il numero degli elementi in essa 
compresi, sarà della dimensione zero, giacché Tenendo or- 
dinata rapporto a p^ potremo sempre dimostrare che i suoi 
coefficienti, i quali comprenderanno n — i dementi, sono 

della dimepsione zero • Pertanto se d^ 1 — , — , — -, . . . | 

\ u u u J 

è ddla dimensione zero, l'equazione d) ( . — , .^,... |s=: 

\ tt tt tt / 

dopo avere diminato i denominatori, riescirà omogenea, 

ed avrà la dimensione dd numeratore . 

i3. Qui però occorre avvertire che talvolta al rapporto 

— di due rette z ed v, viene sostituito quello di altre due 

u h 

rette , essendo zi un k ih* Ma ciò non turba in alcun 
modo r omogendtà dei termini , sebbene possa venire alte- 
rata la forma algebrica dei risultati; imperocché una tale 



o» 



20 ISTAO0UZIOVB 

•Ofttitaziooe ti riduce a porre --. m luogo di 2; ed è chia- 

h 

ro che — e, come 2, di una «ola dimensione. I)i qoi 

si Ttodt pare che una lìuiuone q[ual«nque ddle fracioni 
^ , «£. y —, ... risulta necessariamente omogenea • 

» 

i4* È da ricercarsi se per senrire alla semplicità delle for* 
mule possiamo fare in esse if » i, senza alterare il loro geo- 
metrico significato. È chiaro che se fosse, per esemplo, 

^ a» — -9 posto tt aBBs I f avrcmmo xr=^ah\ questo risultato , 

OTe a th esprimessero numeri, non dareM>e luogo ad alcu- 
na difficoltà ; ma se Togliamo che ath rappresentino effet- 
liTamenle delle rette, x = ab sarà una equazione assurda, 
non potendo la retta x essere uguale al prodotto delle due 
rette ath rappresentante il rettangolo di cui a %h sono 
le dimensioni . 

In molti casi però avviene che fatto if tK i , sebbene T e- 
quazione debba riuscire di minor dimensione, può tuttavia 
mantenersi omogenea. E ciò vuol significare che la retta u 
presa per unità di misura è indifferente alla costruzione del 
valore dell' incognita; infatti se per «sa i l'equazione re- 
sta omogenea, vuol dire che fatte le opportune riduzioni, 
« entrerà in tutti i termini alla stessa potestà, e potrà in. 
conseguenza eliminarsi* Talmentechè in vece di rappresen- 
tarsi gli elementi dd problema coi numeri —, — » -^^ 

if ir II 

potrebbero in tali casi rappresentarsi eoUe lettere semplici 
a, 4, e, . • • senta turbare il lignificato geometrico ddl'aU 
gebrica esprtssiont . 
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Ma quando fatto ir =» i l' equazione cesserà d* essere o* 
mogenea, la retta u sarà un demento indispoisabile alla co-* 
stmzione dd risultato; sarà una ddle rette con cui è stata 
costrutta 1* ipotetica figura donde V equazione è derivata y e 
■che essendo posta ss i Ita alterato la corrispondenza tra 
Y equazione medesima e la figura; in questo caso per ren« 
dere ai risultati il giusto significato, conyerrà opportuna- 
mente eoUocare il fattore u dorè è necessario, acciocché 
la formula risulti omogenea» e cessi d' essere assurda. 

Or se questo comodo mezzo abbiamo per rendere sdle 
formule che si riferiscono k questioni geometriche il giusto 
significato, meglio sarà per la speditezza ddle operazioni di 
rappresentar sempre le rette che debbono entrare nell'e- 
quazioni per le semplici lettere a , 6 , e , , . . facendo ugua^ 
le all'unità quella che me§^io contribuisca a semplìdzza- 
re le formule da determinarsi; e quando queste formule 
non saranno omogenee, tali si renderanno coli' indicato ar- 
tifizio, doè col mezzo dell'opportuno collocamento di «. 
A ciò fare basterà sostituire alle lettere a, &, e, • . . conte- 
nute nelle formule stesse i rapporti -^ , — , -^ , • . . giac- 

u u u 

che per l'esposta dimostrazione (la) si yede chiaramente 
che qualunque fonzione <p{^9 ^9 ^> •••) dee diTOitare 
omogenea, quando a tutte le lettere ^ 6, e, ... in essa con- 
tenute si «ostituiscono le espressioni — , — , — , • • • 

tt u u 

i5. Le lettor contenute ndle equazioni stabilite (7 e 8% 
e die jDoerentemente al concetto primitivo, donde abbiamo 
mossa r applioaione dell'algebra alla geometria , esprimea-^ 
no numeri astratti , ovrero i rapporti delle rette coU' uni- 
tà, ora possono considerarsi come esprimenti 1' effettiva 
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langhesza di queste rette; ed in tale ipotesi noi prendere^ 
mo a costruirle • Esse sono omogenee^ poiché l'unità non è 
una delie rette costituenti le figure a cui appartengono . 
Ayrertiremo che intomo alla costruzione delle forinule al- 
gebriche non si possono stabilire regole generali , poi* 
che non è possibile prendere a costruire tal formula che 
comprenda qualunque particolar costruzione, ed in secondo 
luogo perchè queste grafiche operazioni possono rariarsi in 
molte guise I a seconda dei non pochi artificii de' quali la 
pratica sola e V esercizio possono suggerire il più semplice, 
ed il più confacentc allo stato della figura. Le particolari 
costruzioni delle formule (A), (B), (C), ec. che prendiamo a 
fare basteranno però a stabilire que'modi più generali se- 
condo i quali è d'uopo procedere. 

i6. Incominciando dalla formula (A) y osserviamo che 
posto T'S css ^a 4* cSy si ha 

X sa =» X 9 € posto Z =* , Si ha 

CB 

Così jr sarà V ipotenusa d' un triangolo rettangolo nd 
quale i lati dell'angolo retto sono ò e e; z sarà una quar- 
ta proporzionale dopo j^, e ed a; ed x finalmente sarà una 
quarta proporzionale dopo Xf e e s. Pertanto essendo 
ABC[ fig. 7 ) il triangolo dato » e supponendo che a^b^ e, 
rappresentino i lati respettiramente opposti agli angoli in- 
dicati per le stesse lettere, si conduca una perpendicolare 
all'estremità Jt di jìB^ di essa perpendicolare si prenda una 
porzione AS^sss,ACt si tiri BB* Quindi presa la parte 
BF^s^BCy si conduca FG parallda ma A E; si prenda di 
MBÌ9L porzione BI^ ^ G, e si tiri /iT paralUia ad JE', 
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finalmente si porti ^ìET sopra BC mediante l' arco HD de- 
scritto da B^ sarà BD^^x^ e D sarà il punto ricliiesto • 
Se il triangolo fosse rettangolo in jÌ^ aTremmo a*^^b**\^» 

ed X *= — , cioè JB medio proporzionale fra BC ed il seg- 
mento adiacente BD; perciò jÌD sarebbe perpendicolare 
SL BC.E qui resta comproyata la nota pMiprietà del trian- 
golo rettangolo per cui i quadrati de' lati ddl' angolo ret* 
to stanno nella ragione de' segmenti ne' quali la perpendi«« 
colare abbassata dal vertice dell'angolo medesimo divide 
V ipotenusa . 

Le formule (B) e (C) non presentano particolarità ri- 
marchevoli in quanto alla costruzione che risulta sempli- 
cissima nel supposto che m^ n e p sieno delle date rette. 

La formula (D) essendo della indole della formula (E) 
di cui abbiamo già indicata la costruzione (ii)i non può 
presentare difficoltà che per la costruzione del binomio 
posto sotto il radicale . Malfacendo questo binomio = j^« , 
ed aa -4- aa s=a s» , avremo «• — s* =^* ; donde risul. 
ta che jr e vn lato d'un triang<do rettangolo la cui ipotenu* 
sa è ite l'altro lato è j. 

La formula (I) non presenta particolarità alcuna per la 
costruzione, ma ne presenta per il modo con cui essa si 
può facilmente eseguire su la data figura . Infatti basta con- 
durre pel punto B una parallda BnadJHC; An cosi de- 
terminata sarà la retta richiesta . 

lYdla formula (R) la x esprìme una media proporaio* 

naie fra r e ~ e facilmente si determina; è però singolare 

il modo con cui si può costruire sopra* la figura , poiché pro- 
lungando il raggio DC(^. 4), perpendicolare al diametro, 
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al di sotto di esfto d' una quantità CB » -?- e descriTeado 

5 

ool diametro DB ima circomfereniaf etia ta^^ierà il diame- 
tro j4 £ del semicircolo dato ne* ponti ridiiesti MtQ, 

17. Ciò è sufficiente per comprendere V indole di simili 
operaaioni. Ogni altra formula alf^irieft più com^cata dr 
quelle che abbiamo considerate si potrà agerolpitnte ridur- 
re a queste, e costruirsi per le già praticato costrasioni e- 
lementari; perchè 
I.. se la formula sarà una fraxione iimeare monomia » eo<- 



me X sm — —. arremo x — — X -r X — « ponendo 
mnp^ m h p 

ah cz àJ 

allora z =s — % V '=i •*— , troTcremo x =» -— • 

IL se la formula sarà una fraaione lineare polinomia 

nel numeratore y rrimf t — c^def-^ge ^ avremo 

mn 



x=» 

nn noi nn 



III. Se sarà una frazione polinomia nei due termini, come 

^ ,BK — ^ , ^/"T"^^ ^ posto il denominatore 
mri'^pq^rs 

mn^^pq '^rsossmz^ $9rk zs=^n^i^?S .A^ — • ed 

abc def geh 

mz ' fnz mz 

lY. Se sarà un radicale del secondo grado lineare, esso sa- 
rà della forma 'f^{aò^cd-{^e/'^gh^....) oppure della 

forma |/(a«4-*s-f.c«-4-i^« -4-....)• 
Per a?i»^(a«-h6*-|*ca+^«....}faremo cs-4-4faaBs «•, 

M -t« $« «fssiz'a, aa -t« V> es V> f è ràulterà x a» z\ 
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Per jr sBs |/ ( a & ^^ e 4/ -{• e/+ ^ A) potremo fare la quaiH 

tità sotto il radicale cssazy ovrero ses^-t-_-4-fZ-).C2 

« a a * 
lo che darà jreB|/(az); oppure potremo fere a^=z«, 

cd^=:^z'»y «/=«"«, ^A =«"'«; e ciò ridurrà la formula al 

caso precedente ò? = |/ (z« -f-z'a ^- z"« -4- «'*«), essendo 

Talvolta però lum luogo alcune semplicLuasioni che no» 
bisogna perder di vista . Per esempio ^ essendo x = 



e ' 



in Inogo di fare coerentemente afla r^ola anzidetta 

X CS3 — , oppure di calcolare a parte il numeratore 

e € 

ponendo z» e=s a* — è*, potremo trasformare la formula 

nell' altra x «a v "^ — ^ ^ — l, e cercare una q[narta prò- 

e 

porzione d<^o e, ar^h ed <i — e. Essendo or sss f/ («• — ^a), 
in luogo di costruire il triangolo rettangolo y potremo cer- 
care una media proporzionale tra a + 6 ed a — by quando 
ciò m^lio si adatti alla figura. Ma intomo* a ciò la prati- 
ca più vale dei precetti speciali che noi potremmo asse* 
gnare. 



^6 nmoofrzion 



CAPITOLO IL 



la delle jSgyre eonrelaiipe, 

iSf Ljt geometrìa dementare preadendo a conaiderarcs 
due figure ritpelto al loro jMrimetro ed ai loro angoli, tì tre*. 
Tt tre generi direni di rapporti . i.o Quello di uguaglianza, 
ovvero quello di complèta identità , il quale ha luogo quando 
le rette ohe coitituiicono le due figure sono uguali in gran- 
dma e diipofte nell* ordine medesimo , facendo angoli re- 
spfttivamente uguali . a.« Quello Òì simmetria ^ il quale dif- 
ferisce dal precedente nell* essere le stesse rette poste in or- 
din«> inverso, 3.« Quello di similitudine^ che ha luogo allor- 
quando esse rette sono respettivamente proporzionali, facen- 
ti!) sempre angoli respettivamente uguali i, In tutti questi ca- 
si la figure che si paragonano hanno il medesimo numero di 
flamtnli; lo stesso numero di lati, e di angoli: la loro più 
rilevante diversità si scorge nel rapporto di similitudine, 
ove la figure digeriscono per le grandeaae dei lati, seb- 
bene queste grandesae sieno subordinate ad una certa leg- 
gt"» a quella rioè della propormionalità • Or se tal propor- 
ai^uialìlà non avesse luogo» le due figure prcsentcrdibero un 
ea»o |Ù4 generale del tre annoverati; pie generale ancora 
sai'ebbe il raso» se le figure difiMssero inoltre pd valore 
de^l angv^ì ; |Ù4 generale finalmente sarebbe qnnlin in coi 
W fi||»ure non pre^entaswco cbe ì medesimi pmati coogicmti 
i^ K\r<^ per un ugual nuaaero di linee rette, o csrve, e dif- 
tt<^vtier\> neUa ]^>$ÀaK>ne e Inngbenaa dì esse. Fer cscaapio, 
es^ensk^ à wa fwal^« ♦ ^vertice MU prima &^. S,, ed A' fl 
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tìNIrtspondente deUa secoikda (fig. 9), questi punti A, A' 
potrebbero esser respettWamente congiunti ai punti B, W^ 
€, €'; D, D'; tee, mediante le medesime rette AB, A'B'; 
AC, A' C; ec., nei due differenti mfodi che le stésse figure 
presentano. Pertanto il nostro proposito è di prendere « 
considerar le figure nel caso in citi ha luogo cpiesto solo 
generale Cappotto, chiamato rapportò di correlarne \ il 
quale include come casi speciali i tre. annoverati rapporti 
contemplati dalla geometria elementare. Frattanto osservan- 
do che la figura 8 potrebbe passare allo stato della figura 9 , 
ove il punto A ddla prima si muovesse in nodo da collo- 
carsi fra i punti B, Cy D, . • . pfreorrtndo per esempio la 
retta A M opportunamente deseritta, segue che esisterà cor- 
rdazione tra due &gfaietj ogniqualvolta facendo conveniente* 
mente muovere in una di esse alcuni punti colle rette che 
ne dipendono, potremo passare allo stato dell'altra. Inten- 
deremo perciò che due figure sieno Correlative, quando 
avendo i medesimi punti congiunti tra loro per un ugual 
numero di linee rette, o curve, non differiranno che nella 
posizione di quelli e nella grandezza e posizione di queste: 
tahnen teche niun demento (sia linea, o angolo) della prima 
figura, dovrà essere zero nella seconda, e nessuna retta, che 
ha in una di esse un valore finito, dovrà averne uno vo&r* 
nito neir altra . 

Due poligoni d' un medesimo nomerò di lati sono dun- 
que due figure correlative, quand'anche uno di essi aves- 
se angoli rientranti . E qualunque costruzione venisse fatta 
in uno di essi , purché fosse ripetuta nella medesima guisa 
e sopra elementi corrispondenti nell'altro, darebbe luogo a 
due figure parimente corrdative. 

19. A viemeglio dilucidare queste idee si prendano a 



a8 utwMonouofn 



e4mài4eng<$ U ifarc laeii: <we §amo cw t if itf d^wa s^ 
mt^reoìù ABOf étua» corda AB rwdutti ddla cstrcnità 
d«l diametro AO, e di dac tette BC» BD di coi la prima 
é HA racgia dM tocca Fcrtroutà B dcD'arco AB, l'altra è 
ima p^pcDdicolarc al dianctio AG; §fi dcancati ABO, 
AB| BCp BD a la dne diitaaxa DA, DC fono coDumi alle 
dna ifnrai dnaqna cmc poMono dir» corrdaiiTe; ed in- 
fatti facendo daicri¥erc al punto B la circcraferen^a, è ma- 
nifesto che ii paiea dallo etato d' una di esee a qnello del- 
r altra • Ogni altra figura compoeta del medesimo numero 
d'elementi earebbe correlativa alle precedbitiy ipwlunque 
folte d* altronde la grandcsaa del rag^ e della corda, che 
eono elementi da cui tutta la figura dipende: ma Uàe non 
potrebbe dirai una figura che mancaiae dTuno degli anno- 
verali elementi: per esempio sia Farco AB (fig. la) u- 
gusle alla quarta parla della ciroonferenaa; sarà la distanza 
DG «■ o) quindi intenderemo che la figura non abbia cor- 
releaione colle preeedenli $ bensì potremo considerarla co- 
mt un caso parlicolara di ciascuna di esse. 

uo« La figura correlatiTc^ a cagione della comapondenaa 
ebe regna Ira le loro parti, banno neccssariauMnte delle co* 
munì proprietà} daUa figura io, cobm dalla figuBu ii si 
rieavano le due equaaioni 

AB^-effi'-hAD {«) 

ffi*— le*— DC* {*) 

e quindi a ta^kOfte di ACi^lC 

Al*— lffi*-h ( AD*~ DC*). . . (e) 

» fcfc ea i t » ^ »KW W jbt piemia ram mi i {m) a ^è) 
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drato cleDa corda è vgaaU al quadrato del raggio più la 
difierenaa de' quadrati delle due distanze AD, DC, dd 
centro e della estremità dd diametro dal piede ddla per- 
pendicolare. 

ai. Quando di due figure corrdatÌTe ti oonosee T equa- 
zione in cui ai traduoono le loro comuni proprietà, indù- 
dendo ndl'eqnasioni medesime le condìaìoni per cui le due 
figure difiTerìscono una dall'altra, si arranno le equazioni 
speciali, proprie ddle due figure. Cosi supponendo che le 
figure IO e II differiscano per la famf^ezza ddi' arco AB^ 
essendo pdla prima minore, neUa seconda maggiore dd- 
la quarta parte ddla circonferenza; ovvero clie 1' angola 
*ACB ndla figura io sia acuto, e nella figura ii ottuso; 
avremo ndla prima 

AD = AC — DC (d) 

endl*altra . 

AD=sAC-hDC (e) 

e questa è la condizione per cui le due figure sono tra lo- 
ro differenti. Posto ora il valore (^ di AD ndla formu*» 
la [e), avremo 

^''«aAG*— aACXCD ...(/} 

y 

la quale è una proprietà ddla figura io e di tutte le sue 
eorrdative in cui 1* angolo AC B è acuto . 

Posto il valore (e) di AD ndla formula (e), avremo 

AB*=aA5*-+.aACXCD. . . (g) 

e questa è una proprietà ddla figura ii e di tutte le sue 
eorrdative in cui V angolo ACB è ottuso. 

2a. Ponendo mente alle condizioni (d) ed (e), che posso- 
ae indicarsi anche in questo modo 
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DCe»AC — AD. . ^ é . {it) 

DC = AD — AC (e') 

diremo che la dtfsomiglianza della corrdasione, o la diver^ 
sita ddle due formule (/) e (gfj proviene dall' essere* nella &* 
gura cui appartiene (/), AG ^ AD, crf in quella cui ap- 
partiene (g"), AD ^ ACy OTTero dall'essere i Talori di^DG 
nelle due figure relativamente inuersi. 

In generale sia xs»/» — ^Y chiameremo diretti fra lar9 
tutti i valori x* ài x diedotti nell' ipotesi ài p^ qi come 
anche chiameremo diretti fra loro tutti quelli j/* di x, che 
sì deducono da x-ssq — p, cioè nell'ipotesi di ^ ^p; ma 
i valori x' si diranno inpersi per rapporto ai valori x" e 
reciprocamente . 

Per analogia poi chiameremo figure eorreìaJtì^ fra ham 
dirette quelle in cui i valori di tutti gli elementi corrispon* 
denti saranno respettivamente diretti y e figure correlative 
fra loro inverse quelle in cui uno, o più elementi corrispon- 
denti avranno valori inversi . 

* 

Figure correlative dirette sono per esempio tutte quelle 
come la figura io, in cui l' angolo A GB è acuto ^ ed in cui 
verificasi la condizione (J), o {d')\ come pure sono diret- 
te fra loro le figure come la ii» in cui l'angolo A GB è 
ottuso, e nelle quali ha luogo la condizione (e), o (e']; ma 
fra una di queste ed una delle precedenti avvi correlazione 
inversa 9 poiché i valori (éf) ed (e') di DG sonp inversi. 

a 3. Supponiamo pertanto che avendo determinate le pro- 
prietà di grandezza comuni a due figure correlative, esse 
«ieno state espresse mediante l' equazione 

(p (^€if bj Cf dy , » .j «K» o. 
Supponiamo inoltre che essendo per esempio a data 
una funzione degli elementi by <r» dy ec, o di altri non 
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contenuti nell'equazióne medesima , questa funsione si» di 
diversa composizione rispetto alla seconda figura y stan* 
te la loro dissomiglianza di correlazione, essendo ex. gr. 
a sss/* per una di esse, ed a »=y" pw r altra ; per la prima 
avremo 

e per la seconda 

Queste due equazioni dovranno contenere il medesimo nu-- 
mero di elementi (i8), senza di che le due figure non sareb- 
bero correlative: per conseguenza anche le funzioni Z', Z^' è 
forza' che contengano le medesime quantità . Ora se imma- 
giniamo che la prima figura venga grado grado a muover- 
si per cangiarsi nella seconda, è manifesto che alcune di es- 
i^e quantità rimarranno costanti , altre varieranno . £ inutile 
prendere in considerazione quelle la cui variazione non è 
tale da renderle inverse; per esse la composizione della for- 
mula non cambia; e siccome, quando tutte le quantità di/* 
fossero in tal condizione, la figura risultante sarebbe direte 
ta colla primitiva , segue intanto che una formula dedotta 
da una figura può immediatamente applicarsi a tutte quel^ 
le che sono in correlazione dòmita con essa • 

Quando poi una, o più quantità fossero diventate inveii 
se, la figura risultante sarebbe in corrdazìone inversa colla 
primitiva, e le funzioni f^ , f** differirebbero solo in questo, 
che una , o più quantità di/' avrebbero in/" dei valori re- 
spettivamente inversi . Segue dunque che la modificazione 
da farsi ndl'equazione (A) onde si cambi in {k\ ovvero onde 
divenga applicabile alla seconda figura, consiste nel rendere 
inverse le quantità che tali sono diventate trasformando la 
prima figura nella seconda . 
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114. Pofttodòy dnèeofe toDodaTtderti; i.* come sipo»- 
sano riconoscere sulla figura le «punlUà che divengono in- 
Terse per nna trasfomuMnone elie ad essa si faccia subire -^ 
1.0 come dall' eqnaaionf (A) si possa «Ununare nna quanti- 
tà per sostituinri la sna inversa. 

i.o Per discemere sopra dae figure oorrelatiTe le quan- 
tità respettivamente inverscy basU vedere se i valori che a 
biascuna di esse competono neUe due figure possano espri- 
mersi per le differense p — ^> q — Pj «a si osservi che 
allorquando una delle figure vanisse trasformata nell' al- 
tra f seguendo la legge di continuità 9 non potrebbe ^9 
p — q^ in ctd p^qf diventare a/', o q — p, ov*è 
g ^j9, se in un qualche stato ddla trasformaaiene mm 
risultasse p^^qj ed in conseguenza d?=»o. Infatti» se 
p e q fossero ambedue variabili» converrebbe supporre che 
q nel movimento della figura crescesse, mentre p decre- 
sce, o che q crescesse in ragione maggiore ^ p; se p 
fosse costante, converrebbe che q crescesse talmente da di- 
ventar maggiore di p; se poi fosse costante q^ converrebbe 
che decrescesse eonvenienlemente /»; in tutti questi casi, 
prima di passare dal valore «' di 47 a quèlk> «?" di ^, è forza 
che siasi ottenuto p«»^, o a?»- o, sefiaa di che non sareb- 
besi seguita la legge di continuità, come l'ipotesi suppone: 
dunque si tenga per fermo che nel movimevif^ al quale con- 
vien assoggettare gli elementi d^ una fignra , ond' essa venga 
trasformata in akra correlativa^ le quantità ehe diventano 
inverse passano per lo aero. 

Infatti (figg. le, zi, la) CD si riduce a sere quando 
l'arco AB è uguale alla quarta parte ddla circonferenza. 
Non bisogna credere però che la proposizione reciproca sia 
generalmente vera, potendo una quantità passare per lo' 
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zero 9 e èontottociò non risaltare inTersa; imperocché <• 
^ ss j9 — q^ e p "^9 9 è manifesto che il yalore di x=s o rì« 
fulta dalla sola condizione di q^^py senza c^ ulterior- 
mente si esiga la condizione ùiq^p* 

Dunque per discoprire le quantità che divengono inver- 
se , in primo luogo determineremo quelle che passano per 
lo zero, e tra queste riterremo per inverse quelle che es- 
sendo nella prima figura espresse per le differenze a — 6, 
e — dj ec.. nella secondalo sono dalle differenze b^-a 
d — e, ec. 

a.o Nel supposto che in (A) eatri la quantità af, vediamo^ 
quale operazione convenga fare per sostituire ad essa una 
quantità inversa x" • Sia nella figura «3sr^-.«^;se«^' di^ 
ferisce da a^ come inversa, inquantochè x' è dedotta nell'i- 
potesi di ^ >$, ed x" in quella di q >/>, sarà x^ts&p — q^ 
or" «ss q -^pi sostituire x" ad x' vuol dire eliminare jdal-* 
r equazione {h) la condizione x^ s= p — q^ o pesmq^j^ 
per introdurvi V altra x" = q^ — p, o p = q — «"; ora 
funeste due espressioni di p non differiscono che nel segno 
di j? ; dunque per sostituire ad una delle quantità di cui (h) 
è funzione, la sua inversa, basta cambiare il se^o alla me- 
desima . £ poiché questo ragionamento si può. ripetere so- 
pra tutte le altre quantità di (h) che divengono inverse, ne 
viene il seguente principio: 

Per applicare una formula propria d' una figura , ad una 
figura correlativa alla medesima , bisogna cambiare in essa 
formula i segni delle quantità, che sono nelle due figure 
respettivamente inverse. 

£ infatti dalla formula {/) si passa alla (g) cambiando il 
segno a CD. 

25. Reciprocamente se nell'equazione {h) sì cambia il se- 

i 
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gao ad una, o più quantità, essa non apparterrà più aHa' fi^ 
gnra d'onde è stata dedotta , ma ad altra figura correlativa 
alla medesima, in cui le quantità che hanno cambiato se^ 
gno saranno dÌTcnute inverse. Per esempio siasi ad m +0;' 
sostituito m — x"; posto ^c» iis*4-dr', e fotto quindi il det- 
to cambiamento, sarà q^^m — «'': or dalla prìnda condi-" 
zione si ricava 4/ s» ^ — m , e dalla seconda af^ •^s.m — 9; 
dunque x^ ed or" sono inyerse. 

a6. Facciamo un'applicaaione di questa teoria alla se- 
guente ricerca. Condotta da un punto D (fig. 1^) la retta 
DA' in modo che incontri i Iati BC, AC del triangolo 
ABC, si ottiene il triangolo A'B'C: nel supposto che que^ 
sti due triangoli abbiano fra loro la ragione ^, proponia- 
moci di determinare una equazione che eolleghi tutti gli 
dementi della figura che da questa costruzione risulta . 

Varie sono le posizioni che può avere il punto D ; ne 
considereremo quattro, secondochè esso è situato i.o nel- 
Fangolo BCP (fig. i3); 2. «nell'angolo BCA {^%. i4)> 
3.0 nell'angolo ACN (fig. i5); k^^ nell'angolo BCP ^. 16), 
allorquando la retta da condursi pel punto D incontra r la- 
ti AC, BC nel loro prolungamento. 

Conduciamo pel pùnto D una parallela DP al lato BC 
in tutte le figure corrispondenti ai siamnentovati casi, e 
poniamo BC «=a, AC= i^, B'C = a', A'Cas^', la paraT- 
lela D P =s/? , la distanza tra i punti C e P, ovvero C P = d^ 

e- A'CB' B'C.A'C , db* 

Siccome = , , ne segue t «= ; 

ACB BC.AC' ^ a* 

donde ricavasi 

B'C A'C a! h* , , ò> , 

"^^ DP - VP' V == rp* ^ ^ vf ' ^"^^^^ 
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proprietà, o condizione comune alle quattro figure che con- 
sideriamo f ma 

neUa fig. x3 si ha A'P =» b^^ d 

neUa % 14 A'P= V~d 

neUa fig. i5 A'P r= ^ _ ^' ^ 

nella ^^, 16 A'P = </ — 6' 

e però le equazioni corrispondenti ai quattro noTerati ca- 
si sono 

tah (è'H-^f)— j»^'«i=o . . (i) 

tuh (*'—€/)—/,*'• 6=0 . . (11) 

tah (d~b')—pb'»==o . . (Ili) 

e ab (d—b^) — pb'^=^o • .{iy) 

Ma seguendo la teoria precedente , potremo fare a meno 
di determinare i' equazione comune alle figure , e quindi le 
condizioni per cui differiscono : dopo avere dedotta da una 
figura qualunque (ed è chiaro che conviene prescegliere la 
più semplice) la relativa equazione, determineremo le quan- 
tità variabili, e tra queste cercheremo quelle che nel pas- 
saggio d' una figura all' altra diventano inverse: ad esse 
eambieremo il segno , e così avremo tutte le equazioni che 
si richiedono . 

Supponiamo di avere dedotta dalla figura i? V equazio- 
ne (i), ed osserviamo che delle quantità i, Oy by d, p, b^ 
in essa contenute, le sole ^, />, b' sono suscettibili di va- 
riare, quando si cambia una figura nelle altre'. 

Facendo muovere nella figura i3 la D P parallelamente 9 
se stessa onde venga a prendere la posizione che si osser- 



36 UfTROBWMOHE 

ta nella figura i4, la sola rf-CP passa per la zero nel 
punto C; inoltre nella figura i3, CP = AP — AC e neUa 
figura i4, CPc-AC — AP; dunque cambicrcmo neUa e- 
quazione (i) il segno a d, ed avremo l'equazione proprU 
della figura i4 ; in fatti ciò è dimostrato dall* equazio- 
ne (il) . 

Facendo muovere nella figura i4 la stessa DP parallela- 
mente a se stessa, onde prenda la posizione che ha neUa fi- 
gura i5 , la sola /> «- D P passa per lo zero nel punto A'; di 
più conducendo DN parallela ad AC, si vede che nella fi- 
gura 1 4, DP = BC— B N, e neUa figura 1 5, DP =« BN — BC ; 

perciò cambieremo nell'equazione (ii) il segno a/;, ed a- 
vremo l'equazione (iii) propria della figura i5 . 

Finalmente facendo muovere nella figura i3, la DA' intor- 
no a D, onde prenda la posizione che essa ha neUa ^g. i6, 
la sola ò' = A' C passa pel lo zero nel punto C ; inoltre 
nella figura i3, A'C «== AC— AA', e nella figura i6, 
A'C = AA' — AC; perciò cambiando nell* equazione (i) 
il segno a V, si ottiene l'equazione (iv) propria della figu- 
ra i6. 

Le equazioni (ni) (iv) sono identiche; ciascuna di es- 
se esprime dunque proprietà comuni all^ due figure i5 

• i6. 

È manifesto che invece di passare dalla figura iS alla 
i4, dalla figura i4 alla i5, dalla figura i3 alla i6, avrem- 
mo potuto tenere qualunque altr' ordine, che più ne pia- 
cesse, poidiè i resultati sarebbero stati gli stessi . 

Or per coloro che volessero accertarsene col calcolo, por- 
remo qui appresso i valori correlativi delle quantità va- 
riabili rf, Pf V corrispondenti alle figure i3, i4» i5, i6. 
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fìg. i4 rft=AC — AP,/i=aBC — BN, i'ierAC — AA' 
fig. i5 i/=AC — AP,/>«=BN— BC, Ò' = AC — AA' 
fig. i6 </=«AP — AC,/»=BC — BN, *' — AA'— àC. 

37. Anche il segacnle problema pone in più ckiara Incm 
la teoria medesima . 

Sia ABC un triangolo (fig. 17); AD nna perpendicola- 
re abbassata dal yertice A sul lato opposto; dal punto D 
tonduciamo le rette DG, DF respettivamente parallele ai 
lati AB, AC, e proponiamoci di determinare la ragione del 
triangolo ABC al parallelogrammo AFGD cbe da questa 
«ostruzione resulta. 

Dal punto D si abbassi la perpendicolare DE sul lato 
AC; dai triangoli simili DEC^ ADC ricayeremo 

ni^^ DCXAD 
AC 

Dai triangoli ABC» BFD parimente simili » ricaTcremo 

_ ACXBD 

"' BC 

■ 

L' area del parallelogrammo AFGD è P = DFXI>£> 
quella del triangolo è TcalBCX-^l^y se sostituiremo i 
suindicati valori di DF e D£^ avremo 

— BC . . 

P "^aBD XI>C * ' 

Donde si yede cbe il triangolo sta al parallelogrammo come 
il quadrato del lato sul quale è stata abbassata la perpen- 
dicolare sta al doppio rettangolo fatto coi segmenti in cui 
resta diviso esso lato . 
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Questo rapporto si può ancora esprimere per mezzo di 
una funzione dei soli lati del triangolo: poniamo BCsaa, 
CAsEss^y AB»« e; avremo 

BD=a ■ f DCc=» — -i: 

e ({uindi con breve calcolo ne risulterà la semplice fòrmula 

T a a V fl* / 

di cui il termine 



a 



(tlnfl \*_ JL / (^+g)(^— c) y 



agerolmente si calcola coi logaritmi. La figura 17 sulla qua- 
le abbiamo istituito il nostro ragionamento suppone cbe la 
perpendicolare AD cada sulla base BC, ovvero cbe gli an- 
goli B e G sieno aclisti ; or prendiamo a considerare il caso 
di By o C ottuso. 

Muovasi la perpendicolare AD parallelamente a se stessa 
verso M; quando il punto D avrà oltrepassato il vertice C, 
l'angolo AGB sarà ottuso , e gli elementi della figura 17 si 
disporranno nel modo cbe si vede sulla figura 18; BD, DC 
non potranno più chiamarsi segmenti della base B C ; bensì 
saranno sempre le distanze del punto D ai vertici B e C 
del triangolo. Muovasi in secondo luogo la perpendicolare 
A D parallelamente verso N; quando 1' angelo ABC sarà 
diventato ottuso, gli elementi della figura 17 si disporranno 
nel modo cbe si vede sulla figura 19; le rette BD, DG sa- 
ranno anche in questo caso le distanze de' vertici B e C al 
punto D. 

Nel primo caso DC passa per lo zero, ed abbiamo 
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•dlaflg. 17 DC=:DM— CM 

nella fig. 18 DC = CM — DM. 

Nel secondo caso passa per lo zero B D , e si lia 

ncUa fig. 17 BDs=:DN— BN 

nella fig. 19 BDs=BN — DT9. 

Or si osservi che introdotta nella formula (t) la condizione 
BCb=DC-4-<BD per esprimere la necessaria dipendenza 
che BD, DC hanno fira loro sulla figura 17 9 si trova 

p db"+dc* , ^ 

T «a ^ ' 

la qnale espressione, quand' anche in luogo di BD e CD si 
ponesse — DB, — CD, rimarrebbe la stessa , però le for* 
mule (v), (ti), (yii) sono comuni alle figure 17, 18, 19: dun- 
que qualunque triangolo gode , rispetto al parallelogrammo 
inscritto nel modo che abbiamo indicato, della proprietà (t), 
e delle altre espresse dalle equazioni (vi) e ^yii) . Ecco co- 
me r esposta teoria può servire ad assegnare le proprietà 
comuni a più figure, ed a comprovare la generalità delle 
proposizioni geometriche, allorquando può cader dubbio 
sull' artifizio della costruzione della figura donde sono state 
dedotte. 

a8. Non è però sempre necessario osservare sulla figura 
se una quantità sia rimasta diretta, o divenuta inversa; per- 
chè se tal quantità sarà una funzione esplicita 4i altre quan- 
tità, cononoscendo la correlazione di queste, sarà facile de- 
terminare qudla ddla funzione medesima, ponendo mente 
alle seguenti regole. 

i.o Sia ^ s=s x^^z . . . ; allorquando un numero dispari di 
attori je^jr, 9, ,. , prenderanno valori inversi, A diventerà 
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inyersa; ma k rimarrà diretta, quando il numero de' fattori 
che prendono valori inversi sarà pari . 

Siano p — qyfn — /i, r— j, ec. i valori dei fattori x^Xf z, 
ec.| in modo che abbiasi 

e supponiamo che m diventi inversa ; sarà 

k'ssi[q — p)(in — ii)(r — j1.... 

Osservando cbe 

(p^q){m — n) = {mp-hnq) — {mq'^np) («) 
(q^p){m'^n)z=^(mq'^np)---{mp'^nq) {b) 

dovremo concludere cbe questi prodotti banno valori in- 
versi ; dunque anche ^ e ^' sono inverse • 
Supponiamo che diventino inverse wedjr; sarà 

k' ss»(q^p) (n — m){r'^s) .... 
{q^p){n — m)^{mp + nq) — (mq'^np) (e) 

i prodotti (a) e (e) banno valori diretti , dunque Ae ^ sono 
in questo caso quantità dirette • 

Ora immaginando cbe i fattori di A siano fra loro molti- 
plicati due a due, è manifesto cbe se quelli cbe cambiano 
correlazione sono in numero pari, A rimarrà diretta :^ se al 
contrario quei cbe cambiano sono in numero dispari, A di* 
verrà inversa . 

a.c SìslAsx^JL; se diventerà inverso il numeratore, op- 

pure il denominatore, A diventerà pure inversa; e se am- 
bedue i termini diventeranno inversi , A rimarrà diretta • 
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Siano m — n, p^^q i valori di x ad/: t siippwMaiii4 
che diTenti inverso il numeratore ; 



iTt-^n m 



p—q p^q p^q 
n — m n m 



(-0 



p—q p—q^p—q 

è manifesto che i valori (d) ed (e) sono inverai ^ 
Supponiamo che diventi inverso il denominatore; 



iP«-i ^ — « ^ (m — n)(g— /y) 

ina (q—p)^ « (/>-^^)* ; dunque 

JP« ( >>» — w)g { m—n)p ^ 

[p—q)^ — (/,— !?.)• ^ 

donde si vede clie i valori (/) , (^) sono inversi . 

Finalmente supponiamo che ambedue i termini della fra- 
zione prendano valori inversi; 

À a= ^Zf (w — n\(p — q) (mp-^nq) — (mq-hnp) ,j^ 

P—q "" ip—q)"^ ~ {p—qY 

cosicché i valori (A) ed (i) sono diretti ; 

a9. Posto ciò, in qnanto a ^ =s (m — n) (/? — q) (r— ^) . . . , 

è manifesto che se uno, o più fattori diventeranno iitirersi, le 

rette che essi rappresentano passeranno per lo zero , e per* 

ciò andie il loro prodotto, ed in CQiiseguenza il valore dt^ 

fr passerà per lo zero . 

6 
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Relativamente a ^ ses — ZL? si osserri che diventando 

p—q 

inverso il numeratore, esso passerà per lo zero con k'y diven- 
tando inverso il denominatore , esso passerà per lo zero, e 

ky clie allor resulta uguale ad _ — , passerà per l' infini* 

o 

to ; finalmente diventando inversi ambedue i termini di 
m — n 



y k passerà per lo zero, e per 1* infinito. 



p — q 

3o. A schiarimento di ciò, supponiamo che avendo ab- 
bassata dair estremità M {^^. ao ) dell'arco MN la perpen- 
dicolare M P sul raggio B N che passa per 1' altra estremi- 
tà , e condotta la tangente M T sino all' incontro del raggio 
medesimo prolungato , siasi ottenuta la proporzioàt 

MT;MB>»MP:PB 

e quindi, fatto MB sai x» 

MT«5iZ. 
PB 

Se per M si tira la retta MQ parallela ad If B, avremo 
MP~DB — DQ,PB«=NB — ]VP, e quindi 

KB — JNP 

ma ciò suppone che l' arco ?(M sia minore della quarta par- 
te delia circonferenza; se l'arco fosse JVMM', o NM'M", o 
!N M'M"M'"| e si ripetesse nel secondo, nel terzo e nel quar- 
to quadrante la costruzione medesima che abbiamo fatta 
nel primo, MT che nel primo quadrante ha un valore cosi 
indicato 
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M T - ?!£ - DB-DQ ^j 

PB NB — NP ^' 



nel secondo diverrebbe 



M'r- ^ « DB-DQ' 

P'B KP' — i>B ^^ 



nd terzo 'diyerrd>be 

P"B NP"— NB • ^ . 
e finahnente nel tjuarto sarebbe 

M">T-^^'£1=, PQ"-P 1 in) 
F'B NB — NP'" ^ ' 

doTe -si Tede ebe in (/) il denominatore è diventato inver- 
so, in (#1} é diventato inverso il numeratore* in (m) sono 
diventati inversi ambedue i termini . 

Ora se il punto fS. si muove sulla circonferenza alfincbè 
l'arco NM prenda tutte le rammentate grandezze, innanzi 
cbe esso punto giunga in M^ la MT prenderà un valore in- 
finito in D ; innanzi cbe esso giunga in M", la M ' T' si ri- 
durrà a zero in A; finalmente prima cbe esso giunga in 
M^*, Ja M"T'' prenderà di nuovo un valpre infinito in C ; e 
«io mostra in fatto quanto abbiamo asserito qui sopra. 

KeUa stazione inD,NP=NB,MT = £^; nella stazio- 

o 

ne in A, DB = DQ% M'^T'sso; e nella stazione in C, 

D Q'^ D C, N P"=» N B, M"T"= ££ , 

o 
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CAPITOLO in. 

Delt ufficio dei segni, 

3i. Abbiamo detto che l'equazione d'una fignra pu6 
applicarsi ad una sua conrelatiYa cambiando il segno a quel- 
ie quantità ch^ 'nella ^asformazione della prima figura nel- 
l'altra divengono inrerse. Questo principio può altrimenti 
enunciarsi dicendo, che se il valore di una qualunque quan- 
tità è positivo y il valore inverso della medesima dovrà es- 
ser negativo, e reciprocamente : per conseguenza bisogna ri- 
tenere che due valori di una quantità sieno inversi , allor- 
ché hanno segni contrarj , e diretti , allorché hanno il me* 
desimo segno > sia pur questo negativo ; la qual cosa accade 
quando ambedue sono inversi rispetto al valore delia quan* 
Cita corrispondente in una terza figura correlativa . 

Sieno a t b due quanti^ ,/? il loro prodotto, q il quo- 
ziente della prima per la seconda; i valori inversi delle 
quantità medesime potranno essere espressi da — a , — b^ 
— P> — ?• frattanto per le regole dimostrate avremo 

Quindi é che per la teoria dei valori correlativi delle 
quantità, vengobo stabilite due convenzioni le quali si u- 
niformano allo st;opo primario dell'algebra, il quale è di 
generalizzare i principj e i risultamenti a cui essi condu- 
cono : una di queste convenzioni é quella per cui si dà una» 
speciale esistenza alle quantità negative, e questa é neces- 
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aarta per geoeralizzar^ il signiCcato dei tegiii; l'altra è 
quella per cui le quantità negatire possono assoggettarsi 
alle operazioni aritmetiche , come si pratica per le quanti* 
là assolute: e questa ^ conseguente y e si ammette nel cal- 
colo per pura induzione » 

3a« Tal di&tinzione di quantità dirette ed iuTerse ora i- 
dentificata con quella di quantità posìtire e negative non 
dee però farci credere che possano le dirette, o leànverse 
considerarsi come tali assc^utanpiente» e indipendentemente 
ie une dalle altre. La preoedenle teoria suppone che in o- 
gni quantità si consideri la grandezza assoluta, ed il modo 
di combinazione con le altre quantità da cui implicitamen* 
te dipende; quindi i principj esposti sono soltanto diretti 
a (ieterminare il cambiamento che ha luogo nella combina* 
zione delle quantità di una equazione corrispondentemente 
aUe Tarie trasformazioni detta figura a cui essa è addetta • 
Questo cambiamento alziamo veduto esser quello della cor- 
reazione delle quantità medesime, la quale per alcune di 
esse aTvien che sia diretta i per altre inversa; ond'è che i 
valori fini loro inversi non rappresentano che due diversi 
stati della medesima quantità, e prescind^do dalle idee 
geometriche, potrono dire che questi valori son quelli di 
una quantità aséolula, la qilale talora avvien che sia positi- 
va , talora negativa, conformemente alle trasformazioni che 
comporta la funzione in ctd implicitamente si trova , allor- 
quando vuoisi estendere la funzione medesima ai quesiti 
correlativi con quello da cui ha avuto origine . 

33. Fermi a questi principj potremo fare un passo di più 
ndla teoria delle figure correlative; perchè, sebbene sia sta* 
to indicato il modo di ricavare dall' equazione propria di 
una figura, tutte quelle che corrispondono alle sue corre- 
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lative, nondimeno or siamo io grado di Tedere, cbe una 
sola equazione dee bastare ad esprimerne tutte le possibili 
correlazioni, allorquando si conosce la figura primitiva da 
cui essa è stata desunta; infatti, se esprimendo algebrica- 
mente le proprietà di grandezza d' una figura , si conside- 
rano come positive tutte le quantità che TOglionsi porre in 
calcolo, è chiaro che tutte qaelle le quali in conseguenza 
d' una trasformazione della* figura medesima diventano in-* 
Terse , si dovranno considerare come negative ; e tostochè 
questa equazione risoluta rapporto ad una quantità darà 
un risultato negativo , dovremo intendere che essa quantità 
debba avere una situazione diversa da quella assegnatale 
nella figura primitiva, e precisamente tale da renderne il 
suo valore inverso. La difficoltà dell'operazione consiste nel 
determinare questa situazione, ma ecco un mezzo che a- 
gevola alquanto il tentativo . Posto che x sia F ottenuta 
quantità negativa, x^sa — a, si cambi nell'equazione pri* 
mitiva or in ^-;r, e quindi prendendo norma dall'equazio- 
ne stessa che ne risulta, si trasformi la figura in modo che 
possa convenirle questa equazione. Insorge, è vero, altra 
difficoltà intomo al modo di effettuare tale trasformazione, 
ma r esercizio suggerirà ali' uopo tutto ciò che malagevole- 
mente potrebbero indicare i precetti su questo proposito» 
Laonde non sarà inopportuno il seguente esempio . 
Abbiamo ricavato dalla figura io (ai) 

AB ■ = a AC ■ — a A C X C D ; 

risolvendo quest' equazione rapporto a CD, s'ottiene 

CD ^ aAC'-^ÀB* 
aAC 

Or se sarà AB*> fi AC*, C D risulterà negativa. 
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aAC 

e la figura dOTrà esser cambiata in modo che questa retta 
CD risulti inversa. Perciò ponendo nell'equazione primi- 
tira — G D in luogo di C D , avremo 

AB* = aAC' + 2ACXCD, 

concordemente alla condizione AB' ^aAC*, ovvero 

AB'^BC* + AC'; ma questa condizione mostra che 
nel triangolo ABC l'angolo opposto ad AB debb' essera 
ottuso y e che la perpendicolare BD dee cadere sul prolun- 
gamento di AC; dunque la figura uè quella che si trova 
in armonia colle condizioni del problema. 

34* Queste nozioni condurranno frattanto alla più vera 
interpretazione delle soluzioni negative y ove si abbiano 
presenti i canoni da noi stabiliti per la risoluzione dei 
problemi geometrici. In virtù de' canoni medesimi suppo- 
sta determinata l' incognita, e costrutta ipoteticamente Ja 
figura dal problema richiesta, deduconsi le sue necessarie 
proprietà di grandezza, queste si traducono in equazio- 
ne, e finalmente tal' equazione si risolve. Or può avvenire 
che la figura ipotetica non concordi colle condizioni del 
problema, ma che sia in correlazione inversa con quella 
che si richiede : in tal caso se risolveremo V equazione rap- 
porto ad una delle quantità, che in essa hanno un valore 
inverso rispetto a quello, ehe corrispondentemente ai dati 
dovrebbero avere, otterremo un risultato negativo; per 
rettificare il quale sarà d* uopo cambiare nell' equazione il 
segnd alla medesima quantità, e modificare conveniente- 
mente la figura . L' esempio precedente ci offre il mezzo d& 
rendere queste idee più luminose • 
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Essendo fl ▼alore della corda AB =» f -j ed U raggio»!, 

determiniamo il valore della distanza CD • 

Supponiamo che l'analisi diretU alla risoluzione dd prch 
yema sia stala istituita sulla fig. io; troTcremo 

^Tx 9AC« — AB» 
CD=g ■ — ^— ^t 

e fatto AC=^i,AB«» -^j *arii CD — — ^; donde i 

chiaro clie in questo, caso la figura io non concorda col- 
le condizioni del problema. Or mediante il cambiascor 
|o del segno di C D neU' ecpiasione , vedremo che eiM ncm 
può convenire che alla figura ii , dietro ia qa«l« «vreflyno 

ottenuto 

AB»~!iAC« 



CD 



aAC 



donde si ricava C D =» — r . 

35. T^volta Tequazione avrà più radici, alcune positive^, 
altre negative $ e dalle cose dette precedentemente risulu 
che le prime concorderanno colla figura dalla quale è stata 
desunta l' equazione , e risolveranno il problema dato; eie 
altre si riferiranno a figure che avranno una eorr^azioné 
inversa colla precedente, e potranno corrtcpondere k quesi- 
ti non ideatici, m% soltanto analoghi al quesito propesto ; 
per determinare \ quali, seppur ve n'ha, «ara d* uopo 
cambiare neU' equazione il segno all'incogniia, e cercare v- 
na seconda figura a cui possa convenire la risultante equa- 
zione : le spedali proprietà di questa figura indidieranne 
le condizioni dd nuovo problema corriq^ondci^ ni can^'* 
bianiento di segno ddl' incogniti* 
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Se fosse proposto di diyidere una retta data a in due 
parti X ed x' = a — x, fra le quali ^un' altra retta data h 
aia inedia proporzionale > sarebbe 

X i b =^ b i a — « 
X» — ax+ 6a s=s o 



qui Tedesi chiaramente che i dne ralori di x sono ambe- 
due positlyiy poicbè — ^\x — ^* ; perciò essi 



con- 



Tengono ambedue al quesito: infatti se prendesi il se- 
gno +, abbiamo 



a 
a 



t/r-" 



se prendesi il segno — , abbiamo pure 



= T Vt* - 



b» 



donde si scorge che in ambedue i casi si hanno per x tdt 
x' i medesimi valori. 

Lo stesso accade relatiy amente ai due valori di x dati 
dalla formula (D), (n.** 7, IV); poiché dovendo essere 
J ^ a, sarà necessariamente * > f/(2 a» — j»), lo ch^ 
può dimostrarsi mediante un semplicissimo calcolo • 

Ma dal quesito in cui si propone di dividere una retta: 

7 
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AB ^s a (fig. 5) in inedia ed estrema ragione (n*« 7 , T), 
il quale si traduce nella proporzione 

OTTero neir equazione 

^4 sa (« — x) a 
abbiamo le due radici 

delle quali la prima soltanto corrisponde al quesito propo- 
sto , ed è uguale ad AD. In quanto alla seconda , se prò* 
scindiamo dal segno, osserveremo che essendo 

y («a -4- — )=»AC, ed — s»CD,il suo valore sarà ia- 
4 a 

dicato da A D', talmentecbè sarà 

^(^/(a«-t-f^)+^) AD', 

e cambiando il segno alla x nell* equazione primitiva, sarà 

donde si ricava 

a ; X :: X : a + X 

in cui il valore dì x è indicalo da AD', 

Pertanto corrispondentemente ai due valori AD ed AD' 
di X abbiamo queste due proporzioni 

AB: AD :: AD : AB — AD 
AB: AD':: AD'; AB-*- AD' 

n valore di AD corrisponde al quesito proposto, nei quale 
altro npn si xicbiede che una media propomonale tra una 
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retta data y e la differenza tra questa e la proporzionale me» 
desi ma: ed il valore AD' corrisponderebbe al quesito nel 
quale si ricercasse una media proponionale tra la retta da- 
ta , e la somma di essa ton la proporzionale stessa . 

36. Proponiamoci di trovare due rette la cui differenza 
sia ^ e tra le quali tua retta data b sia media proporzio- 
nale. 

Esprimendo la più piccola retta per x, Y altra dovrà e- 
sprimersi per a ^ x; quindi sarà 

xa + ax ■= ò» 

—T *"('•+?) 

il primo valore è manifestamente positivo, ed ove fosse 

AB = 69 C&=: , questo valore verrebbe indicato da 

a 

AD: talmentecbè AD ed AD' sarebbero le due rette ri- 
cbieste • 

Or sostituendo , per 1* interpretazione della soluzione 
Negativa y — x ad or, avremo 

X* — ax SK éft 
donde si ricava. 

X i b i \ b ì X — a 

la qual proporzione corrisponde al problèma in cui si ri«- 
chiede che b sia media proporzionale tra le rette x ed x-— tf, 
la cui differenza è a . Per lo che è manifesto che il valore n^ 
gativo dell* incognita non itiodifica in verun modo il pro- 
blema proposto , e che tal valore è quello che noi otterrem- 
mo positivo rappresentando con x quella delle due rette da 
determinarsi che è la più grande. 



y 
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37. Esistono però le equazioni della forma x^^ssss. k^^ té 
qnali per la sostituzione di — j7 in luogo di x non risen-^ 
tono alcun eambiamento ; ed esse » poiché i principi esposti 
non possono prestarsi alla interpretazione della colazione 
negativa x rsss, — 1^ ^ 9 richiedono ulteriori schiarimenti . 

Se X fosse una linea di cui si richiedesse la grandezza e 
la posizione sopra una retta indefinita AB (fig. ai) data, 
tranne il caso in cui il problema fosse indeterminato, è 
chiaro che nel risultamento finale x s=s ± ^ ^ non potrem-^ 
mo avere che la distanza d' un punto ignoto P da un pun- 
to M fisso e dato sopra la retta indefinita medesima . Po- 
sto M P = J/ ^, ed inoltre supponendo x = y — a, sarebbe 
X = a — yX altro valore di or, senza di che non potreb- 
bero — f^A e ^'y ^ essere due valori inversi della stessa 
quantità x^ ed è manifesto che corrispondentemente a que- 
sti due valori di ^ si hanno i due valori óiff 

yz^a + MV, x^ a — MP. 

Ciò posto , riflettendo che a è tal quantità di cui dobbia- 
mo disporre in modo che le due condizioni 

x^^y — a, x-^^a — 7, 

ovvero le altre due 

yz= a^MVy y:x=: a — MP, 

possano successivamente verificarsi, e che nulla ci vieta di 
immaginare un punto N della retta A B talmente remoto da 
M, che sia NM > MP, avremo diritto di fare NM =^ a, ed 

;rx=.NM-|-MP,7=NM — MP; 

cosicché avendo preso MP' = MP, queste due condizioni 
diverranno^ = NP, 7 = NP'. Quindi sostituendo la prima 
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y^asi T7P neir altra x=jr — a da cui è stata dedotta, tro- 
Teremo a;ssMP, e sostituendo la seconda j^ ss NP' nell'ai-^ 
ttSL x-^ssa-^y-j troveremo j: == M P' ; donde segue che M P 
e MP' sono i due valori di x che soddisfano ugualmente 
alla equazione ^a s=a ^ . 

Ciò si rende pur chiaro pel principio , che onde il vidore 
j — a di X si cangi in a — jTy è d'uopo che il punto P muo- 
vendosi su la retta AB passi pel punto M, ove x è zero, e 
si collochi in P' a tal distanza da M , a quanta lo è P . 

Consegue frattanto che allorquando le condizioni d'un 
problema sono ridotte a determinare sopra una rètta data 
di posizione, la distanza j; d' un punto ignoto da un altro 
fisso e dato su la stessa retta, se l'equazione primitiva per 
la sostituzione di — x in luogo d' x non risente alcun cam- 
biamento , ovvero se il calcolo nel suo finale risultamento 
tke àk x = -^dy è forza concludere che due sono i punti, i 
quali soddisfanno alla richiesta condizione, che essi sono 
posti su la retta data ad ugual distanza dal punto fisso , es^ 
sendo uno a destra, l'altro a sinistra. 

38. In applicazione di questo principio supponiamo che 
essendo dati due punti AeB (fig. 22), ed una retta indefi- 
nita CD , debbasi descrìvere una circonferenza che passi pel 
due punti medesimi, e risulti tangente alla retta. 

Il problema si riduce alla ricerca del punto di contatto , 
poiché quando si avésser tre punti della circonferenza , l'o- 
perazione non presenterebbe difficoltà . 

È manifesto che la retta la quale unisce i due plinti dati 
debb' essere una corda della circonferenza medesima. Or 
può avvenire che questa corda risulti parallela alla retta 
data CD, ed in tal caso si ottiene il punto di contatto con- 
ducendo una, perpendicolare pel mezzo di essa corda. ìNo^l 
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risultando la eorda parallela a CO, suffieientemente pro« 
lungata incontrerà la retta indefinita in un punto M ; A M 
sarà una secante della circonferenza ^ e BM la sua parte t* 
sterna rispetto alla tangente C D. 

Quindi rappresentando con x la lunghezza della tan- 
gente medesima da M sino al punto di contatto ^ aTremo 

AM : X t : X : Blff 

ara=AM.BM 



^ = ±|/AM.BM 

Cosiccliè descrivendo sopra A M come diametro la semicir-* 
conferenza AFM> ed inalzando la perpendicolare BFj sari 

x = ±Fl* 

Da ciò risulta che due sono i punti che si ricercano ^ i qua* 
li si ottengono prendendo le distanze MP, MP' uguali ad 
M F; e per conseguenza due sono le circonferenze che ri- 
solvono uguabnente il proposto problema . I centri di que* 
ste circonferenze si troveranno V uno a destra , V altro a si' 
nistra della retta A M . 

39. Alcuna volta avviene però che il valore negativo 
*c = — ^ ^ X- desunto dall' equazione x^ =^ A^ sia rispet- 
to al problema che ci ha data 1* equazione medesima , affat- 
to insignificante. Per esempio , se essendo dato un quadri- 
latero ABCD (fig* 2^), fosse proposto di costruirne un 
altro simile, ed in maniera che questi due quadrilateri fos- 
sero tra loro nella ragione di min; indicando con x il 
lato del quadrilatero ^a costruirsi omologo ad AB=sitfy 
avremmo 

x* : a^ zsss m i n 

donde si ricava 
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e poiché non può esistere che una sola retta la quale possa 
soddisfare alle richieste condizioni, così è manifesto essert 
il Talor negativo affatto insignificante. 

4o. In yarj casi le soluzioni negative riescono insignifi- 
canti, non per la natura del prohlema, come nel caso pre- 
cedente, ma per qualche condizione del problema medesi- 
mo. Per esempio essendo data la corda BC <= « (fig. a4 ) 
comunque condotta in un circolo, proponiamoci di con- 
durre pel punto A ove Tarco BAC è incontrato dalla per- 
pendicolare A F sss 6 inalzata sul mezzo di B C, una nuova 
corda AK in modo, che la parte HK intercetta fra la cor- 
da B C e la circonferenza , sia uguale ad una retta data e . 

Avendo preso per incognita AH =r x, osserveremo che 
per le proprietà delle corde che si tagliano nel circolo si 
ha 

AH.HK = BH.HC — {BF-HFH)(BF — FB) 

= BF* — FH*=BF* — (A'H»— AF»). 
Laonde avremo l'equazione 

cxtss — — (j:« — i« } 
4 ' 

e quindi 






Per costruire il valor positivo di x converrà inalzare alla 
estremità di AC una perpendicolare, prendere di questa 
perpendicolare una parte C I uguale alla metà di r, e tirare 
AI; dipoi fare 16 uguale ad IC: il valor positivo di x 
sarà indicato da AG. Per lo ohe se fiitto centro in A con 
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raggio nguale ad AG descriyeremo un arco, esso inccm-» 
trando BC in H, determinerà la posizione della ricldesta 
car4a A.K. 

In quanto al valor di x negativo , osserveremo che camr 
biando a: in — xX equaa^ione primitiva div^t^ 



x = x^^lh^ "+"^V 



ovvero 

19 



cjrss?*» — AC , 

per lo che si esige che sia j: ^ AC; infatti il valor negativ^r 
di X è indicato da — (IC + IA), ossia da — AL. In 
conseguenza esso valore corrisponde ali* ipotesi che la retta 
condotta da A incontri BC nel suo prolungamento, cioè 
fuori della circonferenza. Cosicché se avverrà che le con- 
dizioni del problema esigano che la retta da condursi in- 
contri la B C dentro la circonferenza, la detta soluzione ne- 
gativa dovrà essere rigettata come insignificante . 

4i. La soluzione del precedente problema fa manifesto 
come possa talvolta avvenire che il grado dell* equazione 
nata dalla traduzione del problema sia minore del numero 
delle soluzioni di cui il problema stesso è suscettibile : im- 
perocché nel caso presente^, sebbene Tequazione non ascen- 
da che al secondo grado, il problema ha realmente q;^ajt{ro 
soluzioni, cioè le due che abbiamo trpvate nelle rette AK 
ed A L poste alla destra di A F , ed altre due simili nelle 
rette AK' ed AL' poste alla sinistra della AF medesijpa» 
£ qui occorre osservare che il grado dell* equazione, dipen- 
de il più delle volte dalla scelta dell* incognita : infatti 
prendendo per incognita FH=3/, avremmo 

FH"=AH« — AF*- 
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• quindi 

dalla qual formula si hanno le quattro soluzioni suindica- 
te , ed è facil Tedere che le radici positive sono indicate da 
FH ed FL 9 e le negative da rette uguali, quali sono FH' 
ed FL' , prese in senso contrario • 

42. Ciò che abbiamo detto fin qui non concerne che l'in- 
terpretazione delle soluzioni negative ; riman che si dica al- 
cuna cosa intomo alle soluzioni che presentano dei simboli 
immaginar] j ed in tomo al modo d' intarpretarli • 

A tal oggetto proponiamoci di determinare sopra una 
retta data AB (fig. aS) un punto K, in guisa che il prodot^ 
to dei due segmenti AK, e KB sia uguale alla metà del qua<« 
drato di AB* 

Poiché non sappiamo se il punto K debba trovarsi suU 
la retta stessa AB, o sopra il suo prolungamento, larema 
il calcolo in una delle duet ipotesi; supporremo , per esem^ 
pio, che R cada tra A e B. 

Fatto AK « jr, AB 8=? a, sari 





JT (a — jp) = — 


quindi avremo 






2 


donde si ricava 






JB es3 r*- y — — 

a ^ 4 



cioè il valore di x risulta immaginario • pa ciò non biso- 
gna concludere che il problema sia assurdo; imperocclic 

8 
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r assurdità della formula può provenire dall* arere sitaat» 
il punto K in tal modo che la figura ipotetica sopra cui ab- 
biamo istituito il ragionamento» non si trovi in armonia 
con le condizioni del problema . Infatti supponendo che il 
punto da determinarsi sia sopra il prolungamento B G del- 
la retta data, per esempio in K^ alloira, essendo A.K/= jp^^ 
avremo 

Jp» ax asa^ 

di */ 3<i» 
"aT ~ 4 

nel (faeì valore di x non compariscono quantità immagi- 
narie . 

La prima radice essendo positiva, risolve il quesito di cui 
si tratta conformemente all'ipotesi che il punto richiesto 
sia sul prolungamento BG di AB; essa si costruisce- inal- 
Bando nel mezzo C di AB una perpendicolare C IX^^s A G e 
tirando AD; quindi inalzando sopra^ AD un^altra perpendi'i 
colare ED = CD, e tirando A£$ finalmente aggiungendo ad 

A£| £Fs== — ; AF cosi determinata indicherà il punta 

3 

K' per mezzo dell'arco F K' descritto da A come centro oòn 
raggio AF. 

Per r interpretazione poi dell' altra radice il cui valore 
è indicato da — (AE — EF), ovvero da — A F' , cambie- 
remo il segno ad Xy e porremo la figura in armonia coU'e* 
quazione che ne risulta. Fatto tal cambiamento, l'equazio- 
ne precedente diventa 
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*(*-!-«) = — 

dalla qaalt si scorge che bisogna supporre il punto da de- 
terminarsi posto sui prolungamento A^ di AB. Questo 
punto è K''^ e si determina per mefczo dell' arco F'K", de* 
scritto da A come centro, e col raggio AF'« 

4^. Qui è opportuno fare alcune osserralioni . Sappia-* 
mo dall'algebra che una equazione è assurda , tostochè ri^ 
soluta rappiNTto ad una ddle quantità di cui è ftinzione, dà 
luogo ad un qualche simbolo immaginario • Ma dalla sola 
assurdità della equazione non bisogna inferire , senza ulte* 
riore esame y che il quesito donde 1* equazione medesima è 
stala desunta sia anch'esso assurdo, cioè che non ammet- 
ta alcuna soluzione $ perocché il simbolo immaginario 
può ben provenire dalla incompatibilità delle condizioni 
del problema con la figura sulla quale è stato fatto il ra- 
gionamento • Infatti non essendo possibile dividere una ret- 
ta A B in due parti, che moltiplicate formino un rettangolo 
uguale alla metà del suo quadrato ( poiché il massimo ret- 
tangolo che si può fare con le due parti di AB è il qua* 
drato della sua metà ) , la figura che abbiamo fatta dietro 
r ipotesi che K cada tra A e B ha dato luogo ad un simbo- 
lo immaginario: lo che prova che assurdo sarebbe il pro- 
blema ove^ come condizione indispensabilej si volesse K tra 
A e B ; ma che, tranne questo caso, assurda é l'ipotesi come 
qufUa che rend^ lo stato del problema incompatibile con 
lo stato della figura • Non bisogna adunque perdere di vista 
che r equazione é la fedel traduzione delle condizioni del 
problema unite alle ipotesi suVle quali si basa il ragiona- 
mento ; ed allorché le ipotesi non concordano con le con- 
dlzioniy l'equazione divenendo assurda | dà necessariamente 
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hiogo a simboli immaginar). Allora è d'uopo correggere 
prima l'equazione medesima in modo clie sparisca 1* iinma- 
ginarietiiy t quindi le ipotesi ^ ossia la figura, in modo tale 
cbe questa equazione possa esprimere la legittima tradazio-* 
ne delle sue proprietà di grandezza. Ndla equazione prece* 
dente tal correzione si è fatta col sostituire x(x + a) ad 
X {a- — x)f cioè cambiando il segno dia seconda potenza 
dell' incognita • 

Può però avrenire cbe le condizioni stesse del problema 
Steno tra loro yeramente incompatibili ^ oyrero cbe diano 
occasione ad operazioni impossibili, ed in questo caso qua- 
lunque sia r ipotetica figura da cui ne piacerà trarre l' e* 
quazione, sempre ayremo nell'ultimo risultamento un sim- 
bolo immaginario: dalla natura però di tal risultamento 
potranno dedursi le modificazioni e correzioni di cui abbi- 
sognano le condizioni e i dati del problema . 

44* Osserveremo finalmente^ cbe v'banno ancbe dei casi 

in cui le equazioni che esprimono condizioni e ipotesi 

possibili legittimamente collegate tra loro , banno delle ra« 

-àici reali e positive le quali non possono considerarsi che 

come soluzioni assurde. Eccone un esempio. 

Supponiamo cbe ABC (fig. a6) sia un triangolo rettan- 
golo in A, di cui' si conosca l'ipotenusa BC-s^a, e la som- 
ma AB-^AC-f*ADc»6y de' due Iati dell' angolo retto , 
*e della perpendicolare A D condotta dal vertice dell' angolo 
stesso sulla ipotenusa : proponiamoci di determinare il va- 
lore di questa perpendicolare. Ponendo AB ss^, sarà 
AGcBÒ — X — y. Quindi ricavando dai triangoli simili 
ABGt ADC la proporzione 

BG : AB : : AG : AD 
ovvero 
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a :jr : : b — x — / : x 
wt dedurremo 

hx — xy — 7««=«x; 

ricavando poi dal triangolo ABC l'equazione 

BC« = AB*-hAC« 

arremo pure 

a«=^« -^-(ò — X — /)• 

a [by — xy — y^) ^ss. x^ — %bx — «• -4-6* 

e sostituendo a x al trinomio posto nel primo membro, sarà 

*» — a (a-f-ò) Jt = «• — 6* 
donde 

Io che somministra due valori positivi della perpendicolare 
A D : ora il primo di questi valori è manifestamente assur- 
do, poiché essendo maggiore di by non può esser quello del- 
la perpendicolare medesima , la quale è minore di ciascun 
lato AB, AC. 

Adunque non basta che la radice dell' equazione sia rea- 
le e positiva per concludere che essa necessariamente espri- 
me la soluzione del problema » cioè non basta che le con- 
dizioni e le ipotesi sieno concordi, e che l'equazione ne 
esprima la legittima traduzione ; conviene inoltre che la ra- 
dice soddisfaccia in particolare alle condizioni ed alle i-^ 
potesi . 
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CAPITOLO I. 

Concetto fondamentale , Origine de* seni, 

45. Lia geometria, prendendo a considerare i triangoli 
rispetto a quelle proprietà che si riferiscono alla mutaa de- 
pendenza de' loro sei elementi , cioè dei tre lati e dei tre 
angoli 9 Tiene a dimostrare che un triangolo resta in gene- 
rale determinato in tutti questi elementi, ogniqualvolta nt 
son noti tre, purché fra essi trovisi almeno un lato: inol- 
tre la geometria indica il modo di rinvenire i tre elementi 
ignoti, col mezzo della riga e del compasso. 

La trigonometria poi giunge allo stesso fine, ma con di- 
verso mezzo; imperocché nel supposto che la grandezza 
dei lati e degli angoli sia data in numeri , insegna a dedur- 
re il yalore degli elementi incogniti dai cogniti mediante il 
calcolo ; e poiché jl calcolo che si fa a tale oggetto consiste 
nella risoluzione di varie equazioni , le quali si stabiliscono 
fra le quantità date» e quelle che ci proponiamo di deter- 
minare, perciò allorquando il valore di esse è trovato, si 
dioe che il triangolo è stato risoluta , come pure si dice che 
la trigonometria insegna a risolvere i triangoli. 

Queste equazioni non possono, com'è chiaro, dipendere 
che dai rapporti esistenti fra i tre lati ed i tre angoli , o 
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trchi che senron loro di misura . Per determinare tali 
porti 9 non essendo possibile istituire direttamente il con- 
fronto fra i lati e gli arcbi, elementi eterogenei, aarà d*uo^ 
pò aTer ricorso ad un qualche artificio che yalga a stabili- 
re una comunicazione tra loro . 

46. Or r artificio, o mezzo di comunicazione, seppure 
può cosi dirsi, tra gli archi e i lati dovrà essere un tro- 
vato di tale ordine di rette da sostituirsi agli archi, in« 
variabili rispetto agli archi medesimi, e tali che da es-' 
se sia possibile dedurre immediatamente gli archi , e vi* 
ceversa: inoltre queste rette dovranno avere coi lati del 
triangolo un rapporto facile a determinarsi, senza di che 
esse non soddisfarebbero all'oggetto per cui si vogliono 
impiegare. ^ 

47* Posto ciò, sia ABC (fig.^?) un triangolo; ad esso circo- 
scrivasi una circonferenza; e quindi facendo centro in A, B, 
C , col raggio del medesimo circolo si descrivano gli archi 
MN, M'N', M''N''; essi saranno la misura degli angoli A, B, C 
del ti'iangolo ; e poiché l' augolo iscritto ha per misura la 
metà dell'arco intercetto fra i suoi lati, è manifesto che gli 
archi BDC, A£C, AFB saranno respetti vamente doppj 
de' detti archi MN,M'N', M"N"; donde segue che i lati 
SC) AC, AB del triangolo si potranno considerare come 
corde dei doppj degli archi medesimi MN, M'N', M"]^", 
che misurano gli angoli rcspettivamente opposti; cosicché 
potremo stabilire la proporzione 

BC : AG: AB :: corda aA: corda ^B : corda «G. 

La corda è invariabile per rapporto all*arco coi appartiene, 
e dato Tarco, si trova immediatamcale la corda, conae data 
la corda ed il raggio, si trova rarco ouTÌspoadcntc; inoltre 
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fuesta proporzione dimostra cbe i lati del triangolo stan-* 
no fra loro eome le corde del doppj degli archi cbe misu- 
rano gli angoli opposti. In Tece delle corde si possono im* 
piegare le loro metà, ed è manifesto clie 

BC : AC : AB » J corda a A : j corda aB : | corda 2C. 

Ala se dall'estremità M dell'arco MN d abbassa una per- 
pendicolare MP sul lato ABj cbe è quanto dire sul raggio 
che passa per t altra estremità, essa perpendicolare sarà 1^ 
metà della corda A ; infatti prolungando M P perpendi^ 
colare al raggio AN» e l'arco MN sino al loro incontro in 
Zy dovrà risultare MP b= PZ, ed arco MNZ ^ CDB; lo 
stesso accade relativamente alle perpendicolari M'P', M'^P" 
abbassate dai punti M'i BT' : dimanieracbè 

MP =: S corda a A, 

M'P'= J corda a B, 

M"P"-= l corda a C , 
e perciò 

BC : AC : AB : . MP : M'P' : M"P"; 

le perpendicolari MP, M'P\ M"V" sono state chiamate 
seni degli archi MN, M'N', M"jV", o degli angoli A, B, C; 
donde segue che il seno tt un arco è la metà della corda 
deli arco doppio. Geometricamente esso si ottiene abbas^ 
sando da una estremità dell' arco una perpendicolare sul 
raggio cbe passa per l' altra estremità . Pertanto si può sta- 
bilire che i lati d^un triangolo stanno fra loro come i seni 
degù angoli opposti. 

48. 1 seni dunque, poiché soddisfanno alle condizioni indi* 
cate al n.o 46, si potranno introdurre nel calcolo in luogo de- 
gli archi , per istabilire le equazioni relative alla risoluzione 
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dei triangoli in generale. E se, come abbiamo già aTrertito, 
un triangolo resta detenninato ^ dati che siano tre de' suoi 
elementi (fra quali sia un lato), segue che ciascuna £ que- 
ste equazioni dorrà comprendere quattro di questi elemen- 
ti almeno, acciocché essendone dati tre, colla risoluzione 
delle equazioni medesime si possa trovare il quarto . 

49. Or se i dati debbono esser tre, i casi essenzialmente 
diversi che può ofirire la risoluzione d'un triangolo nom 
saranno che quattro, gli elementi dati potendo essere 
' !.• Due angoli ed un lato. 

a.^ Due lati e l'angolo opposto ad imo di essi. 

3.^ Due lati e l'angolo compreso. 

4.^ I tre lati. 

Infatti, indichiamo gli angoli del triangolo còlle lettere 
A, B, C, ed i lati respettivamente opposti colle medesime 
lettere a, b, e, prese nell' alfabeto minuscolo. Lo scopo 
della risoluzione d' un triangolo è in generde quello di de- 
terminare tre qualunque delle sei quantità A, B, C, a, b, e, 
conoscendo le altre tre; e siccome sei cose prese tre a tre 
danno luogo a venti combinazioni diverse, cosi a prima 
vista sembrerebbe che fossero venti i casi diversi che offrir 
può la risoluzione d'un triangolo. 

Ma osserviamo che il primo caso, in cui sono dati due 
angoli e un lato, offre le nove combinazioni seguenti. 



A, B, a 


A, B, 6 


A, B, e 


A,C, a 


A,C, b 


A, C, ^ 


B, C, a 


B,C,6 


B, C,* 



Queste non possono dar luogo che ad una sola ricerca , 
seudo indifferente che i due angoli dati siano A^ B, o A, C^ 
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• By C: inflitti dall'equazione 

A-f-B + C» x8o* 

« 

deducesi immediatamente il terzo angolo, dati che sieno 
gli altri due. 

Il secondo caso, in cui sono dati due lati e Tangolo op« 
posto ad uno di essi , presenta le sei combinazioni 

tfy bf A a, C| A òf Cf B 

«9 by B Of Cy C by Cf C 

•ra è indifferente per la soluzione del problema che sia da- 
ta r una 9 o r altra combinazione . 

Il terzo caso, nel quale sono dati due lati e l'angolo 
compreso y offre tre combinazioni 

éif bf C Of Cf 3 by Cy A 

n quarto ne offre una soltanto y cioè 

ay by e 

Abbiamo dunque noye e sei e tre e una^ o diecinoTC com- 
binazioni; e aggiungendovi quella dei tre angoli 

A, B, G 

da cui convien fare astrazione y ne avremo venti distinte In 
quattro soli casi differenti. 

PRIMO CASO 

5o. S)e si conoscono gli angoli A e B (fig. aS), troveremo 
immediatamente l'angolo C ; poiché C è uguale a due angoli 
retti meno la somma di A e B • Supponiamo che il lato dato 
sia AB; in virtù del principio stabilito > avremo le due 
proporzioni 



wtaC : senA. =. AB : Btt 
senC : senB = BA : AC 

tot! se Terrà dato il ralore de' seni degli angoli A , B ^ C ^ 
avremo immediatamente 

-j^ ABsenA AB senB 

senC ' senti 

e sarà risoluto il triangolo « 

5i. I valori dei seni degli angoli ci saranno dati dalle ta« 
vole, che sono state espressamente formate a tale uso , e di 
cui spiegheremo la formazione in seguito • Intanto basti sa^ 
pere che a costruire queste tavole è stato preso il raggio 
per unità, e in parti decimali di questa unità sono stati é- 
«pressi i seni degli archi. 

È da avvertire che prendendo il raggio per unità , non è 
necessario fissarne la grandezza assoluta ; perchè i seni de- 
gli archi hanno sempre col raggio con cui sono descritti la 
ragione medesima; infatti facendo centro nel vertice A ( fig. 
ag) dell'angolo MAB, descriviamo gli archi BM, B'M', 
B'^", ec. coi raggi AM, AM', AM", ec; quindi condu- 
ciamo i seni MP, M'P*, M"P", ec. j si vede chiaro cbe a- 
Tremo 

AM^AM'"^ AM" ^ 

e nel supposto che AM sia il raggio del circolo a cui si 

vogliono riferire tutti i seni, porremo AM ss- i, e quindi 

avremo 

. „-, M'P' M"F' ^^ 
sen A =5 MP == = =« ec^ 

A M' A M" 

jonde si vede che introducendo nel calcolo i seni , inteu* 



RETTILIirEA. ^1 

iliamo di esprimerli mediante i numeri che indicano i rap*" 
porti dei loro valori assoluti, o geometrici col raggio . Cosi 
ogniqualvolta in una formula, o funzione di seni faremo il 
raggio =» I y intenderemo di sostituire alle grandezze asso- 
lute, o geometriche dei seni medesimi il loro rapporto col 
raggio assunto per unità. 

5a. Gli archi s'iiidicano in parti della circonferenza ; e ri- 
spetto a ciò , avvertiremo che gli antichi dividevano la cir- 
conferenza in 36o parti uguali chiamate gradii il grado in 
60 parti uguali chiamate minuti, il minuto in 60 secon^ 
di^ ec.: dietro questa divisione il quadrante ^ o la q[uar- 
ta parte della circonferenza , consta di 90 gradi , o di 
5400 minuti, o di 3 14000 secondi* Ma i moderni per se- 
gaitare in tutto il sistema decimale hanno stabilito di di- 
videre la circonferenza in 400 gradi, il grado in 100 mi-* 
liuti, il minuto in 100 secondi, e cosi di seguito: talmen- 
techè il quadrante risulta di 100 gradi, o io 000 minuti , 
o 1000 000 secondi. Nella divisione antica, detta sessage^ 
simale, un arco ex. gr. di aS gr^di, 27 minuti, 18 se« 
condi, si scrive cosi 

a5«, a7', 18"; 

nella nuova centesimale un arco, ex. gr. di 36 gradi, 19 
minuti e 4 SI secondi, si suole indicare cosi 

36 f^ i94a; 

oppure, quando si prende il quadrante peir unità, in que- 

. zt* altro modo 

o^, 36 1941. 

tt Ciascuna di queste divisioni , dice il Signor NicoUet , ha i 
suoi particolari vantaggi; la prima a quello dell'antichità 
•d universalità della sua adozione «ongiunge 1* altro di di«> 
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pendere dal numero 360, che arendo più dÌTÌ»ori di 4oOy' 
fa che si possa esprimere esattamente in gradi un maggior 
numero di archi. La seconda collegata al nnoTO sistema 
metrico francese , ed alla numerazione decimale ^ evita l' in- 
conveniente de' numeri complessi , e si presta più facilmen- 
te al calcolo » Nelle nostre ricerche adotteremo la divisio- 
ne sessagesimale y come quella che sembra avere la prefe- 
renza dai pratici . 

53. £ manifesto che gli archi simili MB, M'B', poiché 
corrispondono ad angoli al centro ugnali, contengono un 
ugual numero di gradi ; infatti essi archi sono la medesima 
frazione della intera circonferenza. 

54* Diremo che un arco è complemento d'un altro, quan- 
do la somma, o la differenza di questi due archi sari u- 
guale ad un quadrante • Diremo poi che un arco è suppìe^ 
mento d'un altro, quando la somma , o la differenza loro sa- 
rà uguale a due quadranti . Le medesime denominazioni si 
adoprano relativamente agli angoli . 

55. Ora si osservi che siccome una corda qualunque come 
MQ (fig. 3o) appartiene sempre a due archi MAQ, MBQ, 
che sommati formano la circonferenza intera; cosi il me- 
desimo seno MP metà della corda MQ. appartiene a due 
archi A M , M B che insieme fanno due quadranti . Quindi 
potremo stabilire che il seno ^ un arco è sempre uguale 
al seno del suo supplemento . 

58. Le corde carescono a misura che creseono gli archi 
compresi tra oo e i8oo; da questo limite in poi le corde de-) 
crescono . Così la corda massima che si può condurre in un 
circoFo è quella dell* arco di iSoo , ed essa è ugnale al dia. 
metro . Segue lo stesso relativamente ai seni : i seni crescono 
«ì crescer degli archi compresi tra o^ e 90® ; e quando gli 
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veki mresconO' da 900 yerso 1800 , 1 eoirispondenti seni 
decrescono. Il massimo seno è quello dell'arco di 90*^ oy- 
Tero del quadrante, ed. esso è ugnale al raggio. 

In conseguenza di ciò non sono stati posti sulle tavole 
che i seni degli archi compresi nel quadrante; sarebbe sta- 
to superfluo ripetere , p^ seni degli archi maggiori, i va* 
lori dei seni de' loro supplementi. 

Nelle tavole si trovano ordinariamente i valori dei seni 
degli archi che vanno successivamente crescendo di io se- 
condi; lo che basta per l'uso che se ne fa. In esse sono di- 
stinte due file verticali di numeri, una delle, quali contiene 
gli archi scritti secondo l' ordine di loro crescenti grandez- 
ze, l'altra i corrispondenti seni; talmentechè dato un arco 
in gradi, minuti, ec., se ne trova agevolmente il seno, e 
dato viceversa il seno , si trova il numero di gradi , minu- 
ti, ec., contenuti nell'arco cui spetta. 

SECONAO CASO 

57. Se si conoscono i lati BC, AC (fig. aft) e l'angolo A. 
opposto al primo , dalla proporzione 

BC : AC r: saiA : feaB 

potremo ricavare 

A C sen A 



senB = 



BC 



Sostituendo ad AC, BC, sen A, i loro valori » troveremo 
quello di sen B , e quindi cercando nelle tavole l' arce cor- 
rispondente, otteremo B. Ma poiché ogni seno corrispon- 
de sempre a due archi (55} , uno supplementario dell' altro, 
cosi saremo in dubbio se l' imgolo B sia quella delle tavo- 
le 
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le , oppure il suo supplemento . TaWolta però ci sarà con- 
cesso torre 1* ambiguità delia soluzione; perchè se l'angolo 
dato A sarà retto, o ottusa, B dovrà essere acuto; e se es- 
sendo A acuto , il lato BC opposto ad A sarà maggiore del 
lato A C opposto a B 9 r angolo B dovrà essere minore del- 
r angolo A, ed in conseguenza acuto. Cosicché questa in- 
certezza non avrà luogo che n^ caso di A acuto , e di 
BC^AC: infatti, se fatto centro inC (fig. 3i), e con rag- 
gio uguale a CB si descrire un arco, esso incontrerà AB in 
B'r quindi conducendo CB', si vedrà che i due triangoli 
A C B , A C B' hanno il lato A C e l' angolo A comuni , e 
C B ^^^ C B' ; in conseguenza quando sia proposto di risol- 
vere il caso con questi dati, il valore di B sarà incerto, e 
potrà essere, o I* angolo ABC, oppure l'angolo AB'C suo 
supplemento . Trovato l'angolo B^ avremo immediatamente 
il valore di C; 

C=» i8oo — (A + B); 

Quindi la proporzione 

senA : senC : : BC : AB 

darà il valore del terzo lato AB; e sarà 

AB = ?£_i£!LlE- 

senA 

TERZO CASO 

58. Quando sono dati, come ih questo caso, due lati 
AC, AB (fig. 32) e l'angolo compreso A, il principio di 
cui ci siamo valsi sinora non è sufficiente a trovare gli al- 
tri elementi del triangolo. Profitteremo pertanta della no* 
ta proposizione per cui 

CB* e= AC» 4- AB* -»- a AB. A D 
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OYe il segno 4- s'intende che abbia luogo quando A è ot- 
tuso , ed il segno — quando A è acuto . Questa equazione 
potrebbe seryire a determinare il lato CB^ ove fosse noto 
il valore del segmento A D . 

Pertanto se da A come centro e con un raggio a piace- 
re A M si descrive 1* arco M N , e si abbassa la perpendico- 
lare MF sopra AB, dai due triangoli simili AMF, ACD 
avremo la proporzione 

AM: AC.: : AF : AD; 

i e di qui il valore di A D . Sembra però che in questo risul- 
t tato sia incognita AF; ma se fatto centro in M, e con rag- 
gio uguale ad AM descriviamo un arco, e prolunghiamo 
^ MF sino air incontro dell'arco medesimo in N', vedremo 
i che AF è il seno dell'angolo AMF, del quide si può detcr- 
I minare facilmente il valore, osservando che esso è il com- 
plemento dell' angolo dato A. Cosi AF è il seno del com- 
plemento di A, o come si suol dire^ il ''coseno di A, per cui 

scrivesi 

AF = sen (90® — A) = cos A. 

// coseno tf un arco è il seno del suo complemento; oppu- 
re stando a ciò che dimostra la figura , esso è la parte del 
maggio compresa tra il piede del seno , ed il centro . 

ìi valore dei coseni è dato dalle tavole dei seni ; se vor- 
remo per esempio il coseno dell'arco aS®, Sa', cerchere- 
mo il seno di 900 — a5«>, 3a', o di 64®, a8' che n'è il com- 
plemento; ma il modo con cui sono disposti i seni nelle ta- 
vole in uso, ci esime eziandio dal fare questa sottrazione. 

Pertanto il valore di A D tratto dalla proporzione sud- 
detta sarà 
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A n_ AC co» A . 

AM 
e per conseguenza 

CB* = AC* + AB*-+- ^AB.ACcosA 

— AM 

il raggio A M, nel supposto che sia uguale al raggio secon-^ 

do cui sono state costruite le tavole dei seni , potrà far-* 

si BSi 1 • Allora si troya AD «■ AC cos A, e quindi 

CB*=AC* + AB*:taAB.ACcosA. 

Determinato C B , il yalore dell' angolo si deduce dalla prò* 
porzione 

BC : ACsaienA : seaB. 

dalla q[uale resulta 

g^ AC senA 

**" ~ bE 

Finalmente avremo 

Cc=i8o®— (A + B) 

QUARTO CASO 

59. Essendo dati i tre lati , l' equazione suddetta sommi-* 
stra il valore degli angoli . Infatti 

CB*— AC* — BA« 



7+- cosA = 



aAC.BA 



fatto il calcolo, se il risultato sarà positivo, I* angolo A sarà 
ottuso , e sarà acuto quando l' angolo A sarà negativo . 

Per trovare 1* angolo B si osservi che essendo in virtà 
dello stesso principio 

AC*=AB»-|-BC*H::aAB.BC.cosB 
avremo 
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^. AC^ — AB"— BC* 
aAB.BG 



t^uiiidi 



C«i8oo— (A + B)» 

CAPITOLO IL 

Principj relativi ai triangoli rettangoli. 
Orìgine delle tangenti, 

60. Di varie modificazioni è suscettibile la teoria prece- 
dente, quando il triangolo da risolversi è rettangolo; pri«- 
mieramente è manifesto che a risolvere un triangolo rettan- 
golo bastano due soli elementi, cioè un lato^ ed un angolo, 
oppure due lati; infatti 1* angolo retto è un terzo elemento 
compreso implicitamente fra i dati. Sia A l'angolo retto 
(fig. 33)-; sarà sen A =«= R (56), e la dimostrata proporzio* 
nalità dei lati coi seni degli angoli opposti darà 

A€ : senB = AB : senC — GB : R; 

ed infatti, se da B come centro descrivesi Tarco MN, e si 
abbassa la perpendicolare MP, la quale è il seno dell' an«- 
gofo B, il confronto de' triangoli simili ABC, PMB con- 
durrà al medesimo risultato; dunque in un triangolo ret- 
tangolo un lato sta al seno dell' angolo cpposto come l'ipo- 
tenusa sta al raggio. 

61. Osservando che gli angoli acuti B e C sono l'uno com- 
plemento dell' altro , avremo (58) 

senB=cosC, senC^^cosB 

donde ricaveremo le formule 
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R.A.C=^CB s«nB = CB cosC 
R.A.B = CB scnC = CB cosB 

©▼T«ro f facendo R =s i ^ 

AC:» CB senB » CB eosC 
AB == CB senC »= CB cosB 

donde apparisce che in un triangolo renandolo un iato e 
uguale air ipotenusa moltiplicata pel seno delt angolo op- 
posto y o pel coseno dell* angolo compreso. 

Questo principio basterà a risolvere quel caso in cui è 
dato un lato e un angolo. Si osservi che l'angolo acuto in- 
cognito trovasi con sottrarre da un retto l'angolo acuto co- 
gnito . Quando sono dati due lati , 1* altro principio 

CB*«AB*-f-AC* 

il quale è una ben nota proprietà dei triangoli rettangoli, 
servirà a determinare il terzo lato. Quindi pel principio 
precedente troveremo il valore degli ango^ . 

6a. Quando l'ipotenusa sarà fra i due lati dati, si po- 
tranno, mediante il primo principio, determinare gli an- 
goli indipendentemente dal terzo lato ; ma pel caso in cui 
non fosse data l'ipotenusa, giova osservare che eliminando 
CB dalle due equauoni 

R.AC = CB scnB 

R.AB»CBcosB 

si trova r altra 

A C sen B ,^x 
= . • . . (M) 

AB cosB 
E quindi, conducendo la tangente "NT, si ha 

MP WT senB NT 
_ -= — , ovvero -=. —-— 

PB NB CQsB R 

cioè, fatto R^- I, 
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sen B 

F =NT; 

cosB ' 

donde risulta che il rapporto del seno d*ua arco al suo co« 
3eiio è indicato dalla retta NT, che chiamasi tangente tri^ 
fonometrica del medesimo arco . Dall' ispezione della figu* 
ra si yedrà che la tangente trigonometrica d* un arco è la 
tangente geometrica condotta altestremità dell* ateo mede" 
simoy e prolungata sino aW incontro del raggio che passa 
per l* altra estremità» 

La grandezza di questa retta è indicata dalla seguente 
formula 

Ì!^«!!l? (N) 

R cosB ^ ' 

Cosi dai valori numerici dei seni degli archi sono stati de- 
dotti quelli delle loro tangenti; e questi pure si trovano 
nelle tavole allato degli stessi seni. Le tangenti semplici!- 
zano mirabilmente la risoluzione generale dei triangoli : in- 
tanto giova osservare che dalle equazioni (M) (PY) risulta 

AC tangB 

donde segue che in un triangolo rettangolo qualunque i la^ 
ti dell'angolo retto stanno /ra loro come la tangente deWan-» 
golo opposto al primo sta al raggio. £ poiché questa pro- 
porzione dà pur luogo all'equazione^ 

R.AC:-= AB tangBy 
ovvero , fatto R s» i , 

ACeaABtangB, 
potremo stabilire che in un triangolo rettangolo un lato è 
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uguale al prodotto della tangente deW angolo opposta pe^ 
r altro lato. 

In conseguenza di ciò conoscendo i due lati dell* angolq 
retto 9 sarà facile determinare gli angoli indipendicntemente 
dall' ipotenusa . 

CAPITOLO Ut 

jDei rapporti esistenti tra le rette trigonometricho 

d'un arco, 

63. Sia B (fig. 34) wx angola retto, ed NK' sia Tare» 
che lo misura. Questo arco sarà la quarta parte della cir- 
cojiferenza: talmentechè, fissato il punto M a piacere y^ayre* 
mo i due archi M N> M N^ uno de* quali sari il complemen- 
tp dell' altro . Pongasi MNsaa; MN'=»900 — a, Abbas- 
sando da M una perpendicolare M. P sul raggio B N , avre- 
mo M P =% sen a 9 B P «» cos a . Inalzando sopra il raggio 
BM la perpendicolare MT, e prolungando il raggio B N si- 
no all' incontro della perpendicolare medesima in T , avre- 
mo MTsatanga. Ora il raggio BN, che prolungato deter- 
mina la tangente dell'arco M N» chiamasi secante dello stes** 
so arco; lo che indicasi in questo modo BT ;=" seca . 

Abbassando la perpendicolare MP' sul raggio BN', e 
prolungando la tangenjie MT, ed il raggio stesso BN' sino 
al loro incontro in V9 le rette M P', M T, B T' saranno re- 
spettivamente il seno, la tangente e la secante dell' arco 
MN' complemento di MN; perciò esse rette han nome di 
coseno, cotangente, cosecante del medesimo arco MN> e 
s' indicano cosi : MP' ssa BJì csa co8.a 9 Vkl^ ^^^ cot 0» 
B ly 8s= cosec a • 



RSmUREA fti 

Pertanto si Tede che sei sono le rette, lè qnali Tea^onoL* 
introdotte nei calcoli per soddisfare all'oggetto ddla tri- 
gonometria; esse si chiamano r^Ue trigonometriche; ed i 
rapporti loro si ricarano dai trbn^oti MBP , HBT , MBP^ 
MBT' costituiti dalle rette stessè, i qnali sono rettangoli et 
simili. I due MBP, MBT in qnantnchè sono rettangoli» 
danno 

MB*=MP'-4-BP*, 

BT" = BM*H-àlT», 
• come simili danno pure 

BT MT BM 



BM MP BP 



eoficchè sarà 





senStf -4- cos*a ss Rs 




tangsa 4- Ra =» sec*a 


seca 
R 


tanga seca R tanga R 
sena ' R "**cosa* sena cosa 



Gli altri due triangoli MB PS MBT' danno parimente 

mb*=-mP*-+- bF", 

Br»=« BM'+Mf'» 
MT' 



dunque sarà 



BT 
BM ' 

cos>a 



MP' 



BM 

BP' 



scn«a==R» 



coseca 



cot« a -+- R« = cosec« a 
cola coseca R cota 



cosa 



sen a 



cosa 



sena 



le quali equazioni si potevano ben anche ricavare dalle altre 

II 
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ciiiqne precedenti ^ cambiando sen. in eos. ^ tang. in col , 
lec. in cosec. 

64. Ma le dieci formale cosi determinate non ne forma- 
no propriamente che cinque; infatti ad esprimere che i due 
triangoli MBP, MBT sono rettangoli e simili bastano tre 
delle cinque prime equazioni 9 e tre delle altre cinque ba^ 
sterebbero ad esprimere che i triangoli MBP', MBT' sono 
parimente rettangoli e simili; di più la sesta equazione es- 
sendo identica con la prima, nulla aggiunge alle condizioni 
espresse dalle altre cinque : ciò potremmo d' altra parte 
comprovare col calcolo , deducendo le cinque equazioni che 
ne piacerà escludere da quelle che ne piace ritenere , e che 
noi poniamo qui appresso . 



sen* a -4- cos« a =«= R» 


(>) 


#^««^ Rsena 
cosa 


(") 


R9 

seca^" 

cosa 


(m) 


R cosa 
cota ss ..._ 

sena 


(>^) 


R» 
cosec asET . 


(y\ 



sena 

OTTcro , quando facciasi R == i y 

sena a -f- cos^a sa I (i) 



sena 



"»8'* 




cosa 


seca 




I 






cosa 


cota 




cosa 



sena 



(m) 
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cosecaaa» - ^ (▼) 

sena 

Dalla ( 1 } si può avere il valore del coseno per mezzo dd 
seno 

cosa «* rt ^ I^* — sen»a 
cjuindi le altre (ii), (iii), (iv)> (v) possono somministrare la 
tangente, la secante, la cotangente, la cosecante d*un arco, 
quando si conosce il suo seno: dunque dal valore numeri* 
co del seno di un arco si può ricavare il valore numerico 
dì tutte le altre linee trigonometriche dell' arco stesso . 

Del resto , poiché cinque sono le equazioni nelle quali si 
contengono le sei rette trigonometriche, dal valore di una 
qualunque potremo , mediante 1* eliminazione, dedurre il 
valore delle altre. 

65. Or delle non poche formule a cui può dar luogo la 
combinazione delle precedenti, non riterremo che le quat-' 
tro seguenti, come quelle che sogliono frequentemente ab- 
bisognare nei calcoli. 

i.o Inalzando al quadrato i membri dell'equazione (ii), 
e quindi aggiungendo ad ambedue il quadrato del raggio , 
avremo la formula 

Ra -f- tang*a = i. , 

cos'ha 

•v?ero (ih) 

B.a ^- tang^a = sec>a 
come dimostra la figura. Per cui si conclude che il qua* 
drato del raggio più il quadrato della tangente é uguale al 
quadrato della secante. Facendo R=» i, sarà 

I -4- tang'a Bss-secaa . . (vi) 

TI 2 

a.» Dalla (ni) ricavasi cosa = ; dunque (vi) 

seca 
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eosa 



y (R«-htang>a) 



cosam . I ,■ . . (ni) 

)/(i-4-tangaa) 

questa formula dà il coseno per la tangeote. 

3,^ Dalla (ii) ti ha sena » "g^ cosa, perciò (tu) 

R tanea 
sena«— ^ 



|^{R«-f.tangaa) 
sena». !f!2if . . (tiii) 

mediante la qual formulai dato il valore della tangente, 
si ottiene quello del seno. 

4.0 Moltiplicando i membri dell'equationft (11) pei mem« 
bri dell'equazione (it), avremo 

tanga cota «b R* 

donde si vede che il raggio è medio proporzionale fra la 
tangente e la cotangente . Lo che pur si deduce dal trian- 
golo rettangolo T B T', dove la perpendicolare B M è media 
. proporzionale tra i due segmenti TM, T'M. 
Facendo R «s== 1 si ha finalmente 

cota 8» ('3E*} 

tanga 
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CAPITOLO IV. 



Dei valori correlativi delle quantità trigonometriche 
nelle diverse grandezze dell'arco • 

66. ' La figura ao si compone di una circonferenza divisa 
in quattro quadranti dai diametri perpendicolari NA, DC. 
Inoltre, posto l'origine degli archi in N, essa oHre quattro 
archi ]VM,NDM',NDA M", N D A C M"' respetti vamen te 
compresi fra i limiti o e 90, oei8oyOea70^oe 36oy coi 
loro corrispondenti 



seni • 

coseni 

tangenti 

co t un genti 

secanti 

cosecanti 



MP, M'P', M"P", M'"P'" 
BP , B P', B P", B P"' 
MT, M'T', M"T", M'"r" 
MS,M'S', M"S", M'"S'" 
BT, BO", B T", B V" 
BS,B S', B S", B S'" 



Donde chiaramente si Tede che ai quattro archi medesimi 
corrispondono quattro figure fra loro correlative , ciascuna 
delle quali può trasformarsi nelle altre, immaginando che il 
punto M convenientemente si muova sopra la oirconfe- 
rensa . 

Pertanto la figura corrispondente al primo quadrante in 
cui V arco NM è minore di 90 « sia il sistema primitivo; e 
ad esso si riferiscano gli altri all' oggetto di determinare la 
correlazione che esiste fra le rette trigonometriche nelle va- 
rie grandezze dell' arco . 

67. Immaginando che il punto M si muova versoi), cioè 
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lupponendo clie Tarco vada crescendo da o tino a 90^, 
il seno 9 la tangente e la secante andranno pure crescen- 
do; il eoseno, la cotagente e la cosecante andranno decre- 
scendo • 

Essendo M in D, MP coinciderà con DB, PB sarà nul- 
lo, MT risulterà parallela a BT, e non avrà altrimenti luo- 
go il loro incontro, per cui le loro grandezze si doTranno 
reputare infinite; MS sarà nullo, e BS sarà uguale a BD. 

Talmenteckè sono da stabilirsi queste condizioni 

sen900 bs R, COS90* ss o, 

tanggo^ = oo , cot9o« = o, 

secgo^ GB co , cosce 90^ ^ R 

Or se quando M è in D, la tangente e la secante passano 
per r infinito, il coseno e la cotangente passano per lo ze- 
ro , v* ha ragione di credere che queste quantità prendans 
nel secondo quadrante un valore inverso . Ora 

cosNM = NB — NP, cosNM'=i»NP' — N^ 

T«ni>r RscnNM ya^ R* 

tangNMada y secNM = 



cosNM cosNM 

.mnir RcosNM T^nM ^* 

cot NM ea , cosccriM= 



scnWM senNM 

dunque (19, 3o) il coseno, la tangente, la secante, e la co- 
tangente prendono nel secondo quadrante de' valori inversi. 
È manifesto che crescendo l'arco da 90^ a 1800^ il seno, 
la tangente e la secante decrescono, mentre il coseno, la 
cotangente e la cosecante crescono; essendo M' in A, MT 
ed M'T' saranno nulle; BP', e BT' saranno uguali a BA; 
M'S' e BS' risulteranno parallele e però infinite; per lo cht 
avremo 
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8eni8o« s=i o, cosi8o* = — R, 
tangi8oo e» 09 coti8oo e» — ^ 

sec i8o« e= — a, oosec 1800 =^ a» 
Frattanto essendo 

«cnNM = BD — DQ, senKAM"= DQ''— BD 
cosNM = NB— NP, cosNAM"=;NP"_NB 
i Talori che prendono nel terzo quadrante il seno, il cose- 
no, la secante, la cosecante saranno inversi rispetto a quel- 
li che hanno nel primo . 

Crescendo poi Tarco da x8oo a 370®, andranno crescen- 
do il seno, la tangente e la secainte; ed invece il coseno, la 
cotangente, la cosecante andranno diminuendo; nel punto 
C, BP"cd M"S"y saranno nulle, M"F' e BS" saranno u- 
guali a B C , M"T" e B T" saranno infinite : ond' è che do- 
vremo porre 

scn27o° = — R,cosa7o*=o, 
tang 370® = — 00 , cot 170° = o , 
seca7o® ss^^oo, cosec270« =a — R, 
Nel quarto quadrante poi essendo 

sen N A M'"= D Q'"— D B 
cos N A M'"= N B — N P'" 

• 

avranno valore inverso il seno , e conseguentemente la tan- 
gente, la cotangente e la cosecante; qui pure si può osser- 
vare che al crescer dell* arco da 270® a 360** crescono il 
coseno, la cotangente e la cosecante, e decrescono il seno, 
la tangente, e la secante; in N, M'"P'", M'"T"' saranno 
nulle, BP'" e BT'" saranno uguali a BN, M"'fi'" e BS'" 
«aranno infinite; donde segue che 
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sen 360** = o, cos 36o® =» R, 
tang 36o^ » o , cot 3«o** « — 00 , 
ftcc 36o** a=a R, cosec 36o® = dO 

È manifesto pertanto che le rette trigonometriche ripren- 
dono successiramente nel secondo , terzo e quarto quadran- 
te ^li stessi valori che hanno nd primo: e che i quattro 
sistemi considerati non difTeriscono che per la correlazione 
delle quantità di cui sono costituiti « 

68. Or dovremmo considerare gli archi maggiori di 360^^ 
qual è per esempio V arco NM M' M" M'" M ; ma è facile 
vedere che le rette trigonometriche di questor arco sono 
quelle medesime di ^M; cosicché per determinare i valori 
correlativi delle rette trigonometriche di un arco maggiore 
di quattro quadranti , dovremo da esso sottrarre la- circon- 
ferenza tante volte quante si può, e determinare i valori 
correlativi del seno e del coseno dell' arco che resta » dai 
quali mediante le note formule agevolmente si deducono 
quelli delle altre rette trigonometriche. 

In conseguenza di ciò , osservando che togliendo da quat- 
tro quadranti una circonferenza, il resto è zero, dovremo 
considerare 1* arco o ,. siccome un arco avente le sue rette 
trigonometriche uguali a quelle dell* arco di 36o®. Qninji 
sarà 



senossi 


coso «B.R 




R seno 
tango=^ c=s 

coso . 


R cos 

coto ■«» 

seno 


■= 00 


\ec =s = R 


cosec 0= 


== OD 



cos o sen o 

Ricavando i valori di cot o , e cosec o' dalle condizioni 
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precedenti col3l5o^ a=» — oo , cosec36o® «« — co » si trora 
colo = — oc , cosec o = — oo ; talmeatechè sembra che 
le rette trigonometriche dell'arco di 36oo non abbiano la 
stessa correlazione di quelle dell'arco o; ciò proviene dal-* 
r essere il punto N talmente posto su la figura da apparte» 
nere a un tempo al primo ed al quarto quadrante, cioè dal- 
l'essere N a un tempo origine degli archi che procedono da 
T^yerso D, e di quelli che procedono da N verso C; ma 
poiché questo punto da noi si considera come origine degli 
archi che crescono da N verso D, è naturale che si debbano 
coordinare i valori ipotetici delle sue rette trigonometriche 
a quelli che si avverano nel primo quadrante , e nelle for-» 
mule da esso immediatamente dedotte . 

I valori degli archi che procedono da N verso C sono 
inversi rispetto ai valori di quelli che crescono in senso 
oontrario; infatti 

NM te ND — MD, NM'" — M'"D — ND 

talmentechè se gli archi NM, NM"' fossero uguali , indi- 
cando con a il primo ^ l'altro dovrebbe essere indicato con 
— a; e poiché le rette trigonometriche delParco NM'" 
sono identicamente uguali in situazione ed in grandezza 
a quelle dell'arco I9MM'M''M'", perciò la correlazione 
delle rette trigonometriche dell' arco negativo — a dovrà 
stabilirsi sopra quelle dell'arco NMM'M^'M'"; quindi le 
rette trigonometriche dell' arco negativo che hanno valore 
inverso saranno il seno, la tangente » la cotagente, e la co- 
secante ; per lo che stabiliremo queste condizioni 

sen — a = — sena, cos — a^s-t-coso- 
tang — a = — tanga , cot — a = — cot a- (x)" 

sec — a 3= «4- seca, cosec— « sa— coseo» 

1% 
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69. Giora pertanto indicare alcune importanti eonsegaen* 
se de' principi esposti • 

Sia air una ciroonferensa quahinque, ed a nn suo arco 
minore dei quadrante; i Talori corrdativi ddle rette trigo- 
nometriche di a sono per convenzione i s^uenti 

*4- sena -f- cosa 

•4- tanga ^- coso- 
•4* seca ^ooseca 
Adunque 

i.o Poiché — fr -— a è il complemento di a , sarà 



sen ( — n — a) =sa -4- cosa, cos { — ir— a) = -f- sen a 

tang( — ir— a)ass-f.cota, cot (— ir— a) «■ +tanga (xx) 

scc ( — ir — a)«=s-4-coseca9 cosec( — ir — a) «» -4- scc a 
a.^ Poiché un arco compreso Ira 900 e i8o« può indi- 
carsi per -^ ir ■+• a, ed il suo supplemento per — ir — a, 
avremo 
sen( -^ir-f-a)iKsen ( — ir — a), co8(— -ir4-a) t. 1 cos( — ir— «) 

quindi pei valori precedenti (xi) e per le formule (11) , (iii) 
(iv) e (v) sarà 

sen ( — ir-f-ajBsa^. cosoy cos ( — ir^-ajas — sena 

tang( — 9r + a ) Bs — cota, cot ( — ir + a) =ai — tanga (xii) 

^ scc ( — ir -4- a) B=a — coseca, cosec( — ir-f-a) =-f- sec a 
3.0 Poiché un arco compreso fra i medesimi limiti di 
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90» e i8o« può pure indicarsi per ir — a, ed il sao supple- 
mento per a, ayremo ancora 

sen ( « — a ) =a -4- sen a cos (ir — a) «1 — cosa 

tang(9r — a) =» — tanga cot ( ir — a) = — cota (xiii) 

sec (ir — a) sa— seca cosec(ir — a) ass^-coseca 

4.^ Poiché Un arco compreso fra 180^ e a70<> è espres- 
so da ir-f-a, avremo 

■ 

sen (ir + a) ss — sena cos (ir-f-a) bb — cos# 
^soi^it-^a) '=^'-{^taaga cot (ir -4* a) =-^ cota (zit) 
sec(ir-Ha}aM — seca cosec(ir-4-a)sa— ^oseca 
5.0 Poiché l'arco compreso fra gli stessi limiti di i8o« e 
ayoo può ancora esprimersi con — ir — a, riflettendo che 

— jr — a =3 ir -4- ( — ir — a ), sarà facile dedurre dalle pre- 
cedenti (xit) f (xii) e (xx) 

sen( — ir — a) = — scn( — ir = a) =» — cosa 

cos ( — ir — a) = — cosf — irs»a) sa — sena 
e quindi per le (11) y (in), (ir) e (y)| avremo 
len ( — ir— aj = — cosa cos ( — ir — a) s» — sen a 

3 5 

tang(— >ir— a)3» + cota cot ( — ir — a)csa4-tanga(zY} 

sec ( — ir — a) 1 coseca cosec(— ir — a ) => — seca 

6.0 Poiché un arco compreso fra 2700 e 36o® é espres« 

.3 3 . I . 

so da — n -H a, e — ir + a — air s=3 ( — ir — a) , ponea-* 



/ 
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do mente aDe equazioni (x), arrèmo 
3 



ten ( — ff-Hi) =s sen — ( — tt'^oj ==— sen {— tt — a) =^— • 
C08 ( — 7r-4-a)=cos — ( — tt— a)=-4-cos ( — n — a)"= 



cosa 



e ricorrendo alle anzidette formule (ii), (iii), (iv)| (y), facil- 
mente otterremo le seguenti 

sen ( — 9r+iz)3=K«— cosa cos ( — 7r-|-a)ac»-4- sena 

3 3 

tang( — 7r-4-a)s=s..cota cot ( — 7r-|-£i) = — tanga (xvi) 

/ 3 , , 3 , 

sec (— ir -f-^j Bs-4-co8eca cosecf— ir-|-tì)«ss— ^oseca 

a a 

7.0 Poiché Tarco stesso compreso fra 2700 « 36o« pu» 
eziandio essere espresso da 2 7r — a, avremo 

sen (air ^ a) = «- sena cos ( a tt — a ) =^ 4- cosa 

tang(a 9r — n) a=s — - tanga cot (air — a) = *— cota (xvii) 

sec (air— -a)8ss.4. seca cosec( air— a) <» -* coseca 

8.0 Finalmente 

sen (air + a) B» -4- sena cos ( a tt + a )==-+- cosa 

tang( a TT -f. a ) «s 4- tanga cot (aff-l-a)™»^- cota (xviii) 

•ec (a7r + a)=ss-+- seca cosec(33r -4- a ) =* 4-coseca 
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CAPITOLO V. 

Ùe*V€irj archi che corrispondono ad una data retta 

trigonometrica • 

70. Risulta dalle cose precedentemente esposte che esiste 
una infinità di archi, i qpiaii hanno le medesime rette trigo- 
nometriche. Or supponendo che i valori delle sei rette tri- 
gonometriche (fig. 35) 



sen«c=MB e» iti. 


cosx = B D =a nify 


tangx=^MTs» «, 


cotx = MLt=3n', 


secxs» DT = p, 


cosecx = D L = ^', 



sieno dati , proponiamoci di trovare i differenti archi a cui 
essi corrispondono 9 cioè tutti i valori che possono compe* 
tere ad x . 

È manifesto che tutti gli archi i quali hanno la loro ori* 
gine in Ay ed il loro termine inM,N|PyQ sono altret- 
tanti valori di x. 

Questi archi si succedono con tale ordine che riesce fa- 
cile esprimerli algebricamente; perocché fatto AMcsatf, 
ed indicata con air la circonferenza il cui raggio è 
AD = I , si vede che i quattro archi AM, AMN, ANP, 
A P Q sono respettivamente espressi da a^ir — a, ir-4*a^ 
1 7( — a'j ed essi si possono considerare come i termini ini- 
siali delle seguenti quattro serie di archi , le quali compren- 
dono tutti quelli di cui è d'uopo favellare: 

a^ a9r-4«i7y 4fr + a,ec. ( Aj 
IP— «, 3 ir— a, S^r— -tfy ec. (B) 
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ir 4- a, 3fr-4-«, Sfr-i-a, ec. (C) 

aff — a^ 4» — «> fi'f — a, ce. (D) 

71. Prendendo a considerare il seno, ossenreremo in prì"» 
no luogo che nel caso in cui il dato seno m sia positÌYo, 
gli archi (C) e (D) , come quelli che terminano in P e Q , 
non possono esprimere valori di x capaci di soddisfare alla 
condizione sen x =. m , se non quando Tenga loro cambia- 
to il segno; infatti è d'uopo cambiare il segno all'arco, al- 
lorché vuoisi che il suo seno prenda segno contrario. Yi- 
cerersa se m sarà negativo , converrà cambiare il segno a- 
gli archi (A) e (B). Laonde gli archi 

ir — fl, Sff — Uy Stt — il, ec. 

— ff — a^ — 3Tr — a^ — Sir — a, ec. 

— aw-f-a, — 4^"4"^> — 6ir-|-a, ec. 

saranno tutti i valori di x che soddisfanno alla condizione 
sen xs iti; e gli archi 

— a, — 2W — a, — 4** — <»» ce. 

— -7r-t-«, — 3ff4-a, — 5ir4-ay ec. 

ff + flj 3)r-4*ay 5fr-^a, ec. 

a* — a, 4ir — a, 6ir-— a, ec 

saranno tutti i valori di x' che soddisfanno all' altra con- 
dizione sen x' = — /n . Indicando con k un intero qualun- 
que positivo , o negativo , potremo comprendere tutti i va* 
lori di X in queste espressioni 

x=:a^7r-f.a9'=(2^ + i)fr — « 
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e tutti i Talori di x' in qatsl* altre 

per lo cbe potremo stabilire le seménti formule 

senfa^ir^-a) =s8enr(a^4-i)ir — «1 »s»ielitf . . 

sen(a>&ir — a) =»eii[(a^-+- 1) ir-Hu] ok — sena 

72. Passiamo al coseno. Gli ar«lii (Jl) e (D) hanno i co- 
seni loro positivi y e gli archi (B) e (C), come quelli che 
terminano in N e P > hanno i coseni negativi ; perciò gli 
archi (A) e (D) soddisfanno alla condizione coso: s= m'^ e 
gli archi (B) e (C) alla condizione cosx t=^ — m\ Ma ri- 
flettendo che il cambiamento di segno nell'arco non dà oc- 
casione ad alcun cambiamento di correlazione nel suo co- 
seno, si scorge che cambiando i segni agli archi (A) e (D) 
si hanno altrettanti valori di x, per la condizione cos x^^^inf, 
e cambiando i segni agli archi (B) e (C), altrettanti se ne 
ottengono per la condizione cosx'=a — m' , Laonde tutti 
i valori di x sono 

a^ afr-4-a, 4^ + ^» ^• 

aw — a, 4^ — <*> 6^ — ^f €c. 

— a, — aw — ay — 4^ — ^» «©• 

— air-l-a, — 4^'-^a9 — 6ir + a, ec* 

e più semplicemente si esprimono con le formule 

essendo A un intero qualunque ponlivo, o Mgattto. I Ta«» 
lori poi di x' sono 

« — «, BiT — «, 5w — «, ec. 

ir-t-a, Sir^-A, 5ir-4-a^ ec. 
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— ir*^«, — 3ir — a, 7— 5ir — a, ec. 
i ^pali fi poifono tatti comprendere ndle espressioni 

Frattanto sarà 

oosfai(9r-+-tf) ea COStf* 

cos [(a ^ + I ) «• :i: a] «SB — costf 

73. Trattiamo della tangente . Gli archi (A) e (C) hanno 
le loro tangenti positive , e gli archi (B) e (D) hanno le tan« 
genti negative: e poiché, se cambia il segno dell'arco, cam- 
bia pur il segno della sua tangente, segue che gli archi (A), 
(B) , (C) , (D) esprimeranno tatti i valori di x propij della 
condizione tanga?=s/i, ove si prendano con segno contra- 
rio gli archi (B) e (D); e gU archi medesimi esprimeranno 
tutti i valori di af per la condizione tangx' s» — n^ quan- 
do si prendano con segno contrario gli archi (A) e (C) . 

Frattanto i valori di x saranno 

Oi »ir-f-a, 4ir-4«a, ec. 

— ir-4-a, — 3»r-f.fl, — 5ir-4-a, ce. 

fr -4-' €tj 3 fr «^^ a , 5 ir -4* a , ec. 

— air-(-a, — 4ir-4->a, — S'ir -4-> a , eo» 

e potranno comprendersi nella espressione 

essendo k il solito intero qualunque positivo, o negativo. 
Ed i valori di af saranno 

— a, — a»r — a, — 4*— "«> «e. 
'K — a, 2ir— a» Sir — a, et. 
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•— w — «y — 3ir — a^ _5ir — tf, ec 

air — Oy 4^— -^9 6ir — «, ecL 

•he si comprendono in 

Per Io che si hanno le due formule 

tang(^fr-ha)c= tangtf ^ ^ 

^ (xxi) 

tang(^7r — a) = — tanga 
74- Proseguendo quest'analisi, troveremo per l'equazioni 

cot j: = u',- cotx' = — n' 
i ralori 

e di poi le formule 

cotf^TT + a) !== cota 

(xxii) 
cot(/-7r — a) = — cota 

75. Per le equazioni 

secx=/7, secx's= — p 
troTeremo 

« quindi le formule 

sec ( a ^- TT -♦- a ) e= seca 

~ ^ (xxin) 

sec[(^+ i]9rH-i2]«sa — seca 

76. Finalmente per le equazioni 

GOSeC Xe=sp'^ COSeC «* e;» — • p' 

avremo 

« = aXx4-a,sss(a^+i)7r — a 

«'s=a^fr — a,,s=::;(a^+i)ir-f-a 

z3 
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cosec (aifeir 4-. a) =^ comc [ [sJ» •+- 1) tt — « ] =^ co9ec4i 

(xxiv) 
cosec (aibc —-a) «=5 cosec [ (a^ 4- 1) « 4- « }»— coseca 

È necessario aver presente che in tutte queste formule a è 
un aixo minore del quadrante, e ^^ un intero qualunque 
positivo, o negativo. 

CAPITOLO VI. 

Della moltiplicazione degli archi. 



77. Non potrebbero gli esposti principj essere di alcuna 
utilità alla matematica pratica, quando non s'indicasse il 
modo di determinare i valori numerici delle rette trigono- 
metriche. Or questi valori dipendono, con^e abbiamo già 
osservato, dal valore dei «eni: diremo adunque come possa 
costruirsi la tavola dei seni , di cui abbiam fatto parola 
quando trattavamo della risoluzione dei triangoli (5i). 

78. È da osservarsi in primo luogo che il calcolo dei seni 
di tutti gli archi compresi nel quarto di circolo manifesta- 
mente si riduce a quello dei seni e coseni degli archi com- 
presi tra o e 45<>; perocché i coseni degli archi minori 
della metà del quadrante non sono che i coseni de' loro 
complementi, e conseguentemente i seni degli archi mag* 
giori di 45*> . 

79. Ciò posto, supponiamo che l'arco più piccolo di cui 
vuoisi il seno , ovvero quello dal quale dee incominciare la 
tavola sia b.i supponiamo inoltre che ;gli archi susseguenti 
vadano crescendo della stessa quantità; talmen teche tal se- 
guito di archi formi la progressione 



/ 
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cade in pensiero d' indagare il modo di mettere una su- 
bordinazione tra questi calcoli , cosicché dal seno e cose- 
no di b possano dedursi il seno e coseno di 6 -4* 6 , quin- 
di il seno e coseno di 26 + ^> 36 -4« à, ec. Laonde 
prenderemo a fare questa ricerca, la quale, come ben si 
scorge, riducesi alla risoluzione del problema, in cui es- 
sendo dati i seni ed i coseni di due archi aeby vuoisi tro- 
vare il seno ed il coseno della loro somma . Infatti tal pro- 
blema comprende in un solo caso tutte le particolarità del- 
la ricerca anzidetta • 

Volendo istituire il ragionamento sopra una costruzione 
geometrica , sarà d* uopo supporre gii archi a e 6 , e la som- 
ma loro a-^b minore del quadrante , poiché le formile ot- 
tenute in questa speciale ipotesi , si possono estendere , per 
le stabilite convenzioni , a qualunque caso . 

Perciò sia AD (fig. 36) il quadrante, AM e= a, MB = b. 
Conducasi il raggio CM, e dal punto M si abbassi la per- 
pendicolare MP sopra AC; avremo 

MP ss sena, PC =». cosa 

Dal punto B si abbassi la perpendicolare B £ aopra M C , 

avremo pure 

B£sssen6, £C = cos6 

Dallo stesso punto B si conduca la perpendicolare B F so- 
pra AC, sarà 

BF = scn{a4-6), CF = cos(a-H6) 

Queste ultime rette sono le incognite da determinarsi . Ti* 
rando £H ed£R, Tuna perpendicolare, l'altra parallela 
ad AC, vedesi che 
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•cn(a4.6) = BF — BK-HKF = BK4-EH 
cos(«H-6)«=CF«CH — HF«CH — EK. 

Ma i triangoli rettangoli EHC, EBK pel principio dimo- 
strato al n«^ 6i danno 

£B cosEBK sen^ cosa 



BK 



EH 



R R 

ECsenECH sena cos& 
R ~ R 



^„ ECcosECH cosacos^ 
R R 

EB senEBK sena sen6 



EK = 



R R 

Duncpic 

/ . t \ »cn a cos b -f- scn 6 cos a /^^,^^\ 
•cn(a-4-6)«= :^ (Xrf) 

a. 

, . tx cosa cosò — sena seno , \ 
co8(a-f-^)= ~ (xxvi/ 

R 

OTYcro, facendo R &== i, 

sen (a -4- 6 ] =^ sen a cos b + sen b cos a (^i^^) 

cos ( a + 5) =s cosa cos b — sen a sen b (xxvi) 

per le quali formule resta risoluto il proposte problema • 
So. Facendo b s=ay risulterà 

sen aa = asen a cos a (xxtii) 

cos uà =s cosa a — sen a a (xxyiii) 

formule che danno il seno ed il coseno del doppio di un 
arco in funzione del seno e del coseno di questo arco. 
Per ^ :» aa, sarà 

sen3a = sena cosaa -f- sen aa cosa, 
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^osBasacosa cosaa — sena senoa, 

e sostituendo a senaa, cosaa, i valori loro tratti dalle 
formule (xxyii) e (xxtiii), avremo 

8en3a sss 3sena cos* a — sen> a (xxix) 

cos Za = cos * a — 3cos a sen« a (xxx) 

le quali somministrano il seno ed il coseno del triplo di un 
arco, in finzione del seno e del coseno delTarco medesimo. 
Per b sss 3a, avremo poi 

sen4a s=s sena cos3a + sen3a cosa 

cos4a = cosa cos3a — sena sen3a 

e quindi , sostituendo a sen 3a e cos 3a i valori loro de- 
sunti dalle formule precedenti, sarà 

sen4a =^ ^stna cos' a — 4cosa sen' a (xxxi) 

cos 4 A ^= cos ♦a — 6cos«asen3a4-sen^a (xxxii) 

dalle quali si hanno il seno ed il coseno del quadruplo di 
un arco in Junzione del suo seno e del suo coseno • 

Pertanto è manifesto che progredendo nel calcolo, po- 
tremo ottenere il seno ed il coseno d* un multiplo qualun- 
que d'un arco, mediante il seno ed il coseno dell'arco 
semplice • 

8i. Ma .per la moltiplicazione degli archi vi sono altre 
formule le quali più rapidamente conducono al nostro in- 
tento: queste si determinano nel seguente modo. 

Primieramente se nelle formule (xxv) e (xxvi) si sostitui- 
sce a — b ad a , abbiamo 

Rsen a = sen (a — b) cos b + sen b cos (a — b) 
Rcosa =. cos (a — b) cos6 — sene sen [a — b) 
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e quindi f mcdiaiile V elimiiuuùoiie di sen (<x-^ ò), 

cos (a — 6 } y trovasi 

/ . X sen a cos b — sen b cos a , 
fcn(a— *)— ^ ( 

-^- / ^ t \ cos a cos ft -f- sen b sen a , » 

cos [a — 0) sa . — L__««. (xxxiv) 

e facendo R cb= i , 

sen (a — ò) a» sena cos 6 — sen 6 cosa (xxxiii) 
cos (a — ò ) Bs cosa cos b -f- sena sen b (xxxir) 

queste formule servono a determinare il seno ed il coseno 
della differenza di due archi, allorquando è dato il loro 
seno y ed il loro coseno • 

Or sommando le due equazioni (xxv) e (xxxiii) membro a 
membro, si ha 

sen (a + 6 ) ss acos b sena — sen (a '— b) 

e nella stessa maniera sommando le due equazioni (xxyi) 
e (xxxiv) , si ha pure 

cos^a-4- 6) «= 3cos6 cosa — cos (a — b) 

Da queste si possono facilmente dedurre le formule che 
soddisfanno ali* oggetto nostro ; imperocché ponendo a in 
luogo di bf ed ma in luogo di a, immediatamente si ot- 
tiene 

sen ( m + 1 )a = 2Cos a sen ma — sen {m — ■- i)a 

cos ( m -+- 1 )a e=3 acosa cosina — cos ( m — i )a 

È facil vedere che (m — i)ay nuty {m^i)ay sono ar« 
chi i quali vanno crescendo della quantità a: adunque se 
a è l'arco con cui dee incominciare la tavola dei seni , e la 
quantità di cui questi successivamente si accrescono, col 



soccorso di queste formale, tutto il seguito dei seni e dei 
coseni potrà calcolarsi senza difficoltà. La regola del cal- 
colo è ben semplice , stan teche, come ben si scorge, il seno 
o il coseno d'uno degli archi a, sa, 3 a, ec si ottiene 
sommando i due seni, o i due coseni che lo precedono, do- 
po averli respettivamente moltiplicati per acos a , e per 
— I . Infatti osservando che seno asso, coso = i, e facendo 
'^ =^ o> i> a, 3, ec. , abbiamo 

seno s= o 

sena e=s soia 

senaa =ss acosa seni! 

sen 3a = acos a sen aa — sen a 

sen 4<z, ** acos a sen 3a — sen a« 

sen 5a = acosa sen4a — '^sen 3a 

ec. 
coso s=3 I 

cosa s= cosa 

cos aa = acosa cosa — i 

cos3a =3 acosa cosaa •*« cosa 

cos4a c=: acosa co53a — tos%a 

cos 5a = acos a cos t^a ~^ cos 3a 

ec. 

Or d* altro non si tratta che della esecuzione delle opera- 
zioni indicate. 
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CAPITOLO vn. 

Della divisione degU archi, 

82. Queste operazioni suppongono però che sia noto il 
seno ed il coseno deir arco a, donde han principio le ta- 
vole: e poiché il coseno si deduce agevolmente dal seno, 
segue che nel calcolo delle tavole ogni difficoltà è rinios* 
su, tranne la determinazione del seno dell'arco piccolissi- 
mo a. Di questa adunque conviene che si tenga proposito. 

In primo luogo rifletteremo che se fosse noto un ar- 
co qualunque il cui seno potesse determinarsi senza dif- 
ficoltà, e se una regola trigonometrica potessimo stabilire 
per la quale ci fosse dato dedurre da un tal seno il seno 
di una frazione qualunque dell'arco cui spetta, agevolmen« 
te potremmo pervenire alla cognizione del seno d'un pic- 
colissimo arco. 

83. Or le formule stesse relative alla moltiplicazione de« 
gli archi mostrano come dal seno, o coseno d'un dato ar« 
co, si possa dedurre il seno ed il coseno d'una frazione di 
esso arco : infatti sostituendo jia ad a nelle formule (xxvii) 
t (xxviii), si ottiene 

asen \a cos \a «= sen a (M) 

cos« la — sen» la «= cosa (N) 

d' altra parte abbiamo 

cos« la -4- sena Jn ss i . (P) 

Perciò se fosse dato cosa, la Irisoliisione delle equazioni (Ti) 
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« (P) ne condurrebbe all' intento , poiché dalla loro somma 
e dalla sottrazione della (N) dalla (P) abbiamo 



2 sen« — a &s= i — cos n (xxxv) 

I . . 

« coss-— a =ss t ^ cosa (xxxyi) 



e quindi avremo 
.en-l^==|/'iZ:^«,cosi^=^ldbi2!f (Q) 

e poiché ad a possiamo sostituire — a, — a^ec, segue che 

a 4 

col soccorso di queste formule, dal coseno d* un arco potre- 
mo sempre dedurre il seno ed il coseno d' una frazione di 
quell* arco piccola quanto vogliamo , purché essa abbia per 
denominatore una potenza di 2 . 

E da osservare che il radicale deesi considerare come 
preceduto dal segno ^; cosicché per ciascuna delle inco- 
gnite sen — ay cos — a si hanno, due valori usuali e di se- 

gno contrario . La ragione di ciò é chiara ; perocché non 
essendo le dette formule funzioni di un arco , ma bensì di 
un coseno, esse debbono. somministrare ad un tempo il se* 
no ed il coseno della metà di tutti gli archi che hanno lo 
stesso coseno, i quali si comprendono nella formula (xx) * 

Dunque tutti i valori di sen -^^a, cos — a saranno com- 
presi in 

senf^TrH a), cosf^7r-4- — a) 

V — a ^ — a' 

Se A fosse pari, Aie sarebbe un multiplo di 36oo, e po- 
tremmo supprimerlo senza alterare il seno , né il coseno : 

14 
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laonde aTremmo 

(-4- — a) » -*- sen-^a. coi f -+- — a ) as cos — « 



sen 



te A fotee dispari, potremmo ^opprimere ^ir, ma sarebbe 
d' uopo cambiare i segni del seno e del coseno : per lo che 
aTremmo 

— senr-t — tf j=»H-»cn— a, — co8(-H — g) — cos — a 

Pertanto è manifesto cbe due yalori uguali e di segno con« 
trarlo debbono aversi per sen — a e per cos — a . 

84- Se poi fosse dato sena in luogo di cosa, conTcr- 

rebbe sostituire nelle formule (Q) ^i — sen> a a cosa; e 
poiché questo radicale è pure preceduto dal doppio segno 
*^ » si Tede che si hanno quattro Talori per ciascuna delle 

incognite sen — a, cos — a. A questi yalori si può però dar 

forma più semplice facendo il seguente calcolo • 
Sommando le due equazioni (M) e (P) , troTasi 



cos-— a -4- sen-^a ■» 1/ 1 -f. sen a 

a • a . 

sottraendo dalla (P) la (M), troTasi 



cos — a — sen — a a» y i — sen a 

laonde per T eliminazione^ la quale riesce semplicissima, 
si ha 



.«» * ., V ^ +sena V * — sena 
sen ——a =» ^ * . — . ^ — 

» 2 a 

n 

«M— «=»?li±.**"* ^ ^ I — sena 



* a a 
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Poicliè ai radicali compete il segno ±y è chiaro che eia» 
«cima di queste espressioni ofire quattro Talori ; e per 
dimostrare che ciò concorda coHe conrenzioni stabilite, 
osserveremo che le formule (R), come funzioni d'un seno, 
debbono somministrare il seno ed il coseno della meta di 
tutti gn trchi che hanno il medesimo seno, i quali sono in« 
dicati dalle formule (xix) 

Perciò tutti i valori di sen — a, e cos— a saranno compra* 
si nelle quattro espressioni 

^sen(^ir+ -i^), sen[(^-+--i.) ir ^a] 

cos {kn -f- — a), cos[(^ H-* — ) » ^]« 

Sopprimendo ^ir e conservando , o cambiando i segni dd 
seno e del coseno, secondochè X- è pari, o dispari, ^se si 
muteranno nelle seguenti 

sen— a =8 -4- sen — a, sen — a =-*- scnf — ir a) 



cos 



a — a' a — ^a a' 

Ore sì vede che i quattro valori del seno, come pure quo 
del coseno, sono uguali due a due e di segno contrario. 

Se fosse a = 900, sarebbe — «^= 45© , — ir osaes^S^ 

e pertanto i quattro valori si ridurrebbero a due. 

Altra osservazione è da fersi. Essendo l'arco — a il 

a 

complemento di — ir ^ a , è manifesto che le espressioni 
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precedenti posfono esser cambiate in queste 

I II I 

sen — a »= -4- sen — a sen*— ass.-Hcos— — tf 

cos — a e=c -4- cos — fl cos— ^ a «X -4- sen — a 

A ■"" a a — " a 

le quali dimostrano che i Talori di sen — a sono uguali a 

quelli di cos — a^ come viene indicato dalla formula (R). 

85. In questo luogo insorge però una difficoltà; perchè 
•e quattro valori ognuna delle suddivisale formule sommi- 
nistra, è da sapersi quale di essi si debba prendere ne'varj 
casi che si possono presentare . Per esser brevi , non pren- 
deremo a considerare che sen— a. Ci rammenteremo che 

a 

sono dati l'arco a^ e sena; e che i quattro valori di sen — a j 
possono essere scritti cosi 



sen — a3»^(^i +sena — |/i — sena) 



sen — <» = it (K* 4- sen a -f-V^i — sena) 

Evidentemente i primi due sono uguali e di segno contra- 
rio , lo stesso è dei secondi • Inoltre il quadrato de' primi 

due è ^ — ; ed il quadrato degli altri è ^ — . 

Ora essendo la corda ddParco di 900, ovvero il lato del 
quadrato che si può iscrivare nella circonferenza il cui rag- 
gio è uguale all'unità) indicato da //a, sarà 

sen45« = cos45» = -^^a, e sen» 45 ^rs -L . 

Perciò prescindendo dai segni, i due primi valori sono mi* 
acri, gli altri maggiori di sen ^S^ . 
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D' altra parte quando un arco è dato , possiamo sempre 
determinare a priori il segno del suo seno^ e cedere se que» 
sto seno debb' essere maggiore o minore di quello di 4^<^ ^ 

dunque la scelta dell' opportuno valore di sen — a non po- 
trà riuscire difficile. Lo stesso ragionamento potrebbe ri* 
petersi relativamente al coseno. Sia, per es. , ^^90 ^ : sen — a 

doYrà esser positivo e minore di sen45o; cos— a dovrà 

esser positivo e maggiore di cos45o : dunque i valori op* 
portuni saranno quelli che vengono indicati dalle formu- 
le (R). 
86. Passiamo alla trisezione degli arcbi . Cambiando a ìtk 

-r- a, le formule (xxix) (xxx) si trasformano nella se* 

^enti : 

sena s=i3sen-~-a — I^wn^-r-a 

cosa =ss 4cos « -r- a — 3cos —a 

Supponiamo cbe si debba determinare cos — a in funzio- 

ne di cosa: converrà risolvere la seconda equazione , la 
quale può pure esprimersi cosi; 

.1 3 I t 

cos» -r-a cos-7-a cosa=» o 

3434 

Per non impegnarci nelle algebriche discussioni 9 cr conten- 
teremo di mostrare a priori che le radici di questa equa- 
zione debbono esser reali, 

L' incognita di questa equazione essendo un coseno , ed 
essendo tutti gli archi corrispondenti ad un dato coseno e- 
spressi da aA9r±a(xx}, segue che le radici della e- 
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quazione medesima debbono necessariamente esser compre^ 
se nella espressione 

eos— (a^ir ±a) 

11 namero intero k non pnò arere che una di queste tre 
forme 3/iy 3/i-|-iy 3/f — i; n essendo pure un numero 
intero^ facciamo adunque succeesiTamente 

^ ss 3 A y ^ ss 3 n -h 1 9 ^ «» 3 n -^ I , 
sopprimendo le circonferense inutili , avremo 

cos(a/iir^— a) oc cos ( ±-r- a ) =» cos-r-* 



€OS 



(aitir-i-— »r±— ii)s«cos (-j-w^-y «) 
a I ^ .a 1 



cos (— -j-ff ±~^ )" ^* ( 1"'' -*-"T ^^ 

I due ultimi valori sono uguali ai due precedenti; perei» 
tre sono i valori essenzialmente diversi, cioè, 

cos— a, cos(— ir^.— a), cos(-|^ « j-«). 

Talvolta può però avvenire che due di essi sieno uguali; 
per esempio il primo risulta uguale al terzo ^ allorquando 
a 5^ i8oo . 

Altro non diremo intorno alla divisione degli archi ; che 
quanto abbiamo esposto basta a far conoscere 1* andamento 
del raziocinio in questo genere di ricerche • 
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CAPITOLO vin. 

Cakolo della tavola dei setti, 

87* Capponiamo che il minimo arco della tavola debba 
tssere i"* : questo sarà il valore dell' arco a del quale abbiamo 
tenuto proposito ne' due precedenti capitoli; 9 la serie de* 
gli archi di cui si vogliono i seni sarà i", o^'y 3", 4"» ce. 
Tre sono gli archi dei quali è nota la corda ; la corda dèl- 
ia quarta parte della circonferenza è uguale a f/ a , la di 
lei sesta parte ha per corda il raggio , cioè 1* unità ; fi- 
nalmente la decima ha per corda la parte maggiore del 

rag^o diviso in media ed estrema ragione, cioè i- . 

a 

Cosicché estendo il seno di un arco uguale alla metà del- 
la corda dell' arco doppio , segue che neUa circonferen- 
za sono tre archi dei quali è cognito il seno; la metà del 
quadrante il cui seno sarà espresso da g|^a; il terzo del 

quadrante il cui seno potrà esprimersi per 9 ; ed il quinto 

|/5 t 

del quadrante stesso il cui seno sarà espresso da X — j . 

4 
Indicando per q il quadrante, avremo adunque 

sen-^s= sen45o = — f^a (A) 

sen-^=s=sen3o« -^ — (B) 

4en-|- = sen 180 = ìHzl (C) 

8S. Frattanto dal dato (A) e mediante le formule (Q) 
potremo dedurre U valore del seno , e del coseno di qua« 
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liinque frazione di quadrante indicata da -£-, cioè tale che 



m 



abbia per denominatore una potenza del a; dal secondo 
dato (B)| potremo arere il seno ed il coseno di qualunque 

frazione di quadrante indicata da ^ , che ha per deno- 

3 111 
• a 

minatore una potestà di a moltiplicata per 3; finalmente 

dal terzo dato (C) potremo ricavare il valore del seno e del 

coseno di qualunque frazione indicata da 2L^ la quale ha 

5/11 

per denominatore una potenza di a moltiplicata per 5 . 

89. Se il quadrante fosse stato diviso in un numero di 
parti grande quanto vogliamo, purché uguale ad una poten- 
za di 2 , potremmo agevolmente determinare il seno , ed ii 
coseno di una di queste parti. Supponendo il quadrante 
diviso in t6384 s^ a> ^> mediante quattordici operazioni, 

si ottiene sen ^ == 0,00095873799 . Ci varremo di que- 
i6384 

sto dato in seguito . 

Al medesimo intento si potrebbe pure pervenire con mi- 
nore fatica supponendo il quadrante diviso in un numero 

di parti uguali, indicato da 3 . a , ovvero da 5 . 2 : dima- 
nierachè se una di queste divisioni fosse stata adottata , la 
ricerca del seno dell' arco da cui dee aver principio la ta- 
vola non offrirebbe alcuna difficoltà • 

90. Ma adottando la divisione sessagesimale della circon- 
ferenza , questo metodo per la determinazione del seno del 
più piccolo arco sarà insufficiente; infatti colla continua 
divisione per a non si può sempre cadere sopra un punto 
di divisione del quadrante; perchè essendo esso uguale ad 
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ttD numero di secondi indicato da 3i4ooo «a go X 6o>^6o 
esa».3^.5s,è manifesto che dopo cinque divisioni per 
^ si ottiene un quoziente che non può essere ulteriormente 
diviso per metà . Perciò il' seno dell* arco 5= i*' non potrà 
dedursi dal dato (A) • Lo stesso avviene paorlendo dai' dati 
(B) e (C); perchè, sebbene nella divisione sessagesimale si 
possa esprimere in secondi il terzo ed il quinto del qua* 
drante y nondimeno presto si cade nell' inconveniente mede- 
simo . 

91. Volendo determinare il seno dell' arco =3^1'', bisognr 
muovere le considerazioni da altro principio ; cioè da questo 
che quando si tratta di archi piccolissimi , il valore del seno 
si approssima tanto a quello dell'arco, che esprimendo in 
parti del raggio la grandezza di un piccolissimo arco, si 
può sostituire questa grandezza al suo seno . 

Infatti sia NM (fig. 87) un arco piccolissimo descritto 
col raggio 7f B , M P ne sia il séno , P B il coseno e M T la 
tangente . Prolungando M P fino all' incontro dell' arco in 
M', e congiungendo Xeon M', poiché MPM'<MNM\ 
MNM'<MTM', saràMT>NMedNM>MP; donde 
si vede che la grandezza dell'arco è compresa fra quella, 
della tangente e quella del sena. Or poiché 

cosa sena 



R tanga 
riflettendo che all^ impiccolire di a, il coseno di a si avvi- 
cina ad R, e che in conseguenza il rapporto- si ap- 
prossima sempre più all' unità ^ concluderemo essere l'unità 
il limite del rapporto del seno alta tangente, e che per 
conseguenza la tangente , 1* arco , ed il seno , a misura che 

impiccoliscono, tendono alla ug^aglianza. 

i5 
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ga. Dimvfierackè, esprimendo in parti del raggio la tao- 
gente ed il seno di un piccolissimo arco, le prime cifre co- 
muni ai due numeri daranno un ralore approssimativo del- 
r arco 9 il quale è una quantità intermedia fra la tangente 
ed il seno. Or si osservi che 

sen n sen a> 

tang a = = 



cosa |^(i — sen^tf) 
e poiché 

X 

tyt r~\ = C X — sen" a) * 

f^(i— sen«a) ^ * 

sviluppando secondo la formula del binomio , avremo 

I .1 3 

I -4- — sen» a H — --sen« a-4-ec. 



tang a =^ sen « + — sen > a -4— :r »en • a ^- ec. 
Ponendo sena s=s Oyoooi, si ha 

X 

— sen » a = o>ooo ooo ooo ooo 5 
a 

tang a mb o,ooo oxo ooo ooo 5. 

I termini susseguenti al secondo nella serie suddetta non- 
possono cambiare queste prime tredici cifre decimali , don- 
de segue che l' eccesso della tangente sopra il seno non si 
manifesta che alla tredicesima cifra. Dunque fino alla tre- 
dicesima cifra esclusivamente il numero indicherà il valore 
dell'arco il cui seno è uguale a o^oooi; frattanto Tarco ri- 
sulterà espresso in parti del raggio con sufficiente appros- 
simazione . 

A più forte ragione tutti gli archi minori dell' arco sud- 
detto espressi in parti del raggio non differiranno dai loro 
seni nelle prime dodici cifre decimali^ e siccome l'arco » 
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--i— . , di cui abbiamo calcolato il seno con dodici cifire 

IODo4 

decimali (89) , è minore dell'arco il coi seno è 0,0001, e Par- ' 

eo =s 1" «s ^ — è minore di --L-, perciò certi di non 
3a4ooo i6384 

commettere errore nelle prime dodici cifre decimali potre-i* 

mo porre sen — JL» ea ' , scn— 2_ = ' ,cd 

i6384 16384 324000 3^4000 

iftitoire la proporzione; 



sen — -i-. : sen 



16384 3a4ooo ' ' 16884 * 3a4ooo 

dalla quale si ricava che 

sen ^ =. o,oooo95873799X i6384 
324000 324000 

OYvero sen i " == o, 000 000 0004848 

93. Trovato il seno dell* arco donde ha principio la ta- 
vola, per continuarne la formazione ricorreremo alle cose e- 
sposte ne'capitoli precedenti. Ma anziché determinare sen 2*', 
»cn 3", sen 4", ec. col mezzo delle formule già stabilite 9 
potremo prendere il doppio, il triplo, ec. di sen i*'; avendo, 
cura però di calcolare nel tempo stesso anche le tangenti de- 
gli archi medesimi , per vedere sino a che punto ne sarà con- 
cesso di seguitar questa via : è manifesto che dovremo ricor- 
rere alle formule stabilite, tostochè i valori del seno e della 
tangente non avranno più le prime dodici cifre comuni. 
Conosciuti i seni degli archi ed i cosali, agevolmente si 
trovano i valori di tutte le altre rette trigonometriche che 
si vogliono introdurre nelle tavole . 

94- Avvertiremo che i seni espressi in parti del raggio 
si chiamano seni naturali . Or nelle tavole in uso non si 
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troTano ordinariamente i seni naturali , ma i loro logarit* 
mi 9 i quali in virtù delle proprietà di cui godono servono 
a seUiplicizzare i calcoli , e sono di grande utilità nella pra~ 
tica della trigonometria • Si osservi che il raggio è il massi- 
mo seno ; e poiché col ìnetodo esposto precedentemente si 
ottengono i seni naturali prendendo il raggio per unità; 
conseguentemente i numeri esprimenti i seni naturali , deb- 
bono risultare tutti minori dell'unità, cioè fratti. Il più 
piccolo di questi numeri è manifestamente il valore del se- 
no del più piccolo arco^ che noi abbiamo supposto essere 
^=i"y abbiamo trovato sen i '' ss= o, oocf^ooo ooo 484 8. Ora 
siccome il logaritmo di una frazione è negativo, segue che 
i logaritmi dei seni nell' ipotesi del raggio s= i risultano 
tutti negativi. 

95. A tale inconveniente si può però ovviare moltipli- 
cando il raggio per un numero sufficientemente grande, 
affinchè anche il più piccolo seno risulti espresso per un 
numero maggiore dell* unità . Essendo n il numero per cui 
si moltiplica il raggio , tutte le rette trigonometriche si do- 
vranno moltiplicare per n . 

Infatti siano MP, MT, AT (fig. 38) il seno, la tangen- 
te, la secante dell'arco a nell* ipotesi di R =^ i; M'P', 
M'T', AT' sieno respettivamente le stesse rette nell'ipotesi 
di R 3BS /i ; facilmente si vede che 



donde si ricava 



sena : sen'a = i : /i 



tanga : tang'a = i : /i 



seca : sec'a s=s. i i n 



gen'a zam nsena 



tang'a == ntanga 



sec'a 3= ffseca 
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£ poiché il minimo seno non può esser reso maggiore del- 
l' unità che col far avanzare la virgola almeno di dieci ci- 
fre , lo che equivale a moltiplicarlo per la decima potenza 
di lOy si vede che tutti i seni naturali risulteranno maggio- 
ri dell'unità, ove si moltiplichi il raggio per un numero 
non minore di io' °. 

96. Questo numero la cui determinazione da tal limite 
in poi è arbitraria, è stato scelto e fissato in modo che po- 
tesse contribuire a facilitare i calcoli, e perciò gli è stato 
attribuito il detto valore: cosicchè/tsss jo' ^. Essendo 

log. IO*® = IO, 

risalta che 

log. sen'a = zo -4- log. sena 
ovvero 

log. sen'a s» io *- log. sena 

poiché , come abbiamo avvertito > log. sena é negativo . 
Di qui segue che in virtù dell' ipotési di #1 == io* ®, « &- 
garitmi in uso sono i complementi aritmetici dei logaritmi 
calcolati nelV ipotesi del raggio ss i . Dalla qual cosa non 
pochi vantaggi derivano per la pratica della trigonometria. 

97. Trovati i logaritmi dei seni e dei coseni degli archi 
sino alla metà del quadrante, i logaritmi delle tangenti si 

deducono immediatamente dall' equazione — £-. => 

R cos ^ 

dalla quale risulta che 

log. tanga ss log.R -H log. sen a —r- log. cos a 
log. tanga =» log. sen a Jf^[ io — • log. cos a ) • 

Adunque ad avere il logaritmo della tangente bisogna ag-* 
giungere al logaritmo del seno il complemento aritmetico 
del logaritmo del coseno . 

98. Rispetto alle secanti rifletteremo che ordinariamente 
esse vengono eliminate dalle formule col sostituirvi il loro 
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Talore in fansione del seno, o del coseno e della tangente; 
e per ({uesta ragione non si pongono nella tavola i loro lo- 
garitmi • D* altronde quando ci abbisognasse fare uso di 
questi logaritmi nei calcoli , ci potremmo servire della for- 

mula sectf = — > la quale dimostra che 

cosa 

log. seca ss IO «4- ( IO — log. cos a) 

•ioè cbe ad avere il logaritmo della secante è d'uopo ag^^n> 

gere dieci unità al complemento aritmetico del logaritmi 

del coseno. 

99. Dalle formule 

R» R« 

cotasB— — f cosecasa. 



tangtf sena 

da cui ricavasi 

log. cota BQ IO -4- (xo — log.tanga) 
log.cosecaesa IO + ( IO -^ log. sena) 

si deduce pure che il logaritmo della cotangente si può ot- 
tenere aggiungendo dieci unità al complemento aritmetico 
del logaritmo della tangente, e quello della cosecante ag- 
giungendo dieci unità al complemento aritmetico del loga- 
ritmo del seno. 

CAPITOLO K. 

Del monto di verificare la tavola dei seni, 

loo. Ad evitare gli errori che si possono commettere nd- 
la costruzione della tavola de* seni non v' ha altro mezzo 
che quello di assicurarsi dell' esattezza de' valori che succes- 
sivamente si ottengono^ calcolando di distanza in distanza i 
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seni col soccorso di altre formule, indipendenti da quelle 
elle abbiamo indicate. Con tal mezzo potremo pure deter- 
minare il grado di precisione de' risultati medesimi, non es* 
sendo possibile, stante la dipendenza che esiste fra i calcoli 
che si fanno di seno in seno, che ogni valore risulti esat- 
tissimo sino all'ultima cifra decimale. Molti sono i metodi 
che si possono offrire a tal oggetto : ma noi ci contentere- 
mo d'indicare le formule che agerohnente si possono deter^- 
minare per il calcolo dei seni e dei coseni degli archi di 
90 in 90. Per le formule stabilite al n.o 87 , abbiamo 

sen45o = cos45o c=3 — j/^ 



seniSo ss 



cosyao = — ( — I +1^5) 



Da quest'ultimo dato ricorrendo alla formula (i) (64) 
si deduce 

cos 180 = senyao = r— f^io^-a^5 

Sostituendo questi valori di seni8® e cos 18*^ in luogo dt 
sena, e cosa nella formula (xxxiii) (80), avremo 

cos36*s^sen54^ «=^(14-^5) 

e quindi per la formula (i) (64) 

sen36o = cos 540 «-l|/io — aJ/5 

e sostituendo lo stesso valore di sen i8« a sena nelle for- 
mule (K) (84)*, sarà 

sen90 -» cos8i® = — J/ JnhpT LyJ^Zys 

CO890 = «cu 810 = JL yT^yl + —yJZTyl 
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t finalmente sostituendo ndl« formale medesime sen 54^ ^ 
sena, si trova 



scn270=, cos63« =. -^ J/5 + K^ — -j-f"3 — // 5 



cosa70= scn63o =« — |/5-4-|/5H J/ì — f/S, 

4 4 

Riunendo questi risultamentiy avremo il seguente sistema di 
formule per la Terificasione dei seni di nove in nove gradi 

sen o® = cos90^ = o 

sen 9«*=cos8i«= -l|/34.|/5 -^5— | 5 

seniS'*^ cos7a®« — (— 14-J/5) 

sen 27<> = cos 61^ «= -i-j/sTfTps; L f/ì — y& 



sen 



36« == cos 54* = —y 10 — 2|/ ^ 

4 

sen45® = cos 45® = — ^^ . 



I 



scn54*'= cos36*>= — (i -4- J/5) 



sen63*=cos270 = — |/5-h)/SH J/3 — f/S 

4 4 



sen 72 ® = cos 18® = -^ J/ io -+- aj/' 5 



sen8i* = cos 90= — y^^ys-^ ys — y^ 

4 4 



o 



sen 90 = cos 00 s=c i 

Queste espressioni non contenendo che dei radicali qua- 
drati si possono calcolare facilmente: così avremo iloro va- 
lori con quel numero di decimali ohe vorremo . 
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Formule relative alle tangenti. 

loi. In primo luogaprmideremo a determinare le 
ni che esistono tra le tangenti di due archi e la tangent« 
della loro somma, o della loro differenza. Per la formula 
(li), n.o 64 abbiamo manifestamente 

. / . i\ sen(a-4-6) 

cos[a^b) 

quindi per le formule (xxr), (xxyi) n.** 79 

sen a cos h -4- sen h cos a 



tang {a^^b) :=. 



cos a cos b — sen a sen b 



• dividendo il nitineratore ed il denominatore pel prodotto 
de* coseni di a e b^ otterremo una funzione di sole tan- 
genti, la quale sarà 

tang(<i*-h&)=8. "o^"^ ^"^ — (xxxTii) 

I — tang a tang b 

questa formula servirà a determinare la tangente della som- 
ma di due archr,( essendo date le tangenti degli archi m*» 
desimi . 
Riflettendo poi che 

. ^f .v sen fa — b) 

tang(a — ^) = i ^ 

cos (a — b) 

mediante le formule (xxxiii)! (xxxiv) m^.81, tf«60u un calco- 
lo analogo al precedente , avremo < 

I + tang a tang ^ 

16 



cot&-4-cot0 


cotaGot6 — 1 


cot6-— Gota 
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per mezzo della quale, estendo date le tangenti di due arclii, 
potremo determinare la tangente della loro differenza . 

I02. Poiché aeb rappresentano archi qualunque, è mani- 
festo che ad a e & si possono sostituire i loro complementi 
go^ — ^ 90 ^ — 69 per lo che le tangenti di a e 6 si cambiano 
nelle cotangenti, e tang (a -+- 6) , tang {a — ò) respettivam en- 
te si cambiano in tang [ 180* — (a -|- ^) ] , tang — (a — A), 
ovvero in — tang (a+ft), e -^ tang (a — b) (n.* 67 e 6è). 
Laonde avremo le altre formule 



tang (a -^4) 



tang (a — i) «= 

cotacotò-4-i 

le quali danno la tangente della somma e déDa differenza di 
due archi in funzione ddle loro cotangenti • 

io3. Quindi ponendo mente alla formula (ix) (n.^ 55 }, a* 
gerolmente si trova 

^ •/ t i.\ coti^cot^— I , . 

cot(a4-^}s=^ ; fjoaux) 

^ cot6-i-cota ^ 

. f • X cot a col ft -4- 1 . . 

cot 6 — cot a 

eon le quali si trovano le cotangenti della somma e della 
differenza di due archi, essendo date le cotangenti degli ar- 
chi stessi. 

104. Or dalla formula (xzxvii) è facile ricavare altre inte- 
ressanti formule per la mohiplicasione e divisione degli ar^ 
chi. Facciasi 6 = a; avremo per la dnplicazicme degli archi 

tanga^sa — ^°^^ (xisi) 

t — tang^a ' 
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oTTcroy dividendo il muntratore ed il denomiiiatore per 
tauga, 

tang ansa , (<ui) 

cota — tang a 

• poiché tang a a ^=a — ^— , detta formula conduce eaia^ 

cot %a 

dio alla seguente 

I I , . 

i^ot a a =a — cota tang a ( xliiì ) 

Facciasi 6 = aa, ayremo per la triplicazione degli archi 

t^^g?^- tangg + tangag 
I — tang a tang aa 

•▼Tero, sostituendo il ralore di tangaa dato daDa (xli)» 

tang 3a - ^toga-Ungig .^^^ 

1 — Btang 9g 

io5. La formula per la bisezione degli archi si ottiene con 
sostituire nella formula (xli) — g ad g; quella per la trise- 

alone deducesi dalla (xliv) ponendo — a invece di g . La 

(xu) dà 

I 
atang — a 

.astangg 



I — tangs — g 



« . a . I 



tang* — a -h tang — a — i «» o (A) 

* tang g * 

• finalmente 

t — 1-4-1^1 4- tang ag , , x 

tang — g «M — ^ — -1- 2 (XLvj 

* tang g 

donde si Tede che due sono i valori che competono alla 
tangente della metà d' un arco . Infatti essendo n.^ 73, (xxi) 
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tangrt»tang(«^ir-+-tf) = tang[ (i*+i) fr-|-« ] 
•ara eTÌdentemeute 

tang— a = tang (^»+— <i)^tang(A7r-|— — wH a) 

Or te A fosse pari , «Tremmo 

tang (ajt-ì — a) ss-f-tang — a 

lang(AirH ff-4 a) ««tang ( —ir H «)= — cot— « 

se A fosse dispari , aTremmo 

tang (^flrH a)=:tang {7r^ a)=+tang — m 

% S 9 

lBDg(A^ir-| ir-f— ll)satailg(— YT-I a)= — cot— « 

in ogni caso adunque i Talori sono dae, citi 

I I 

+ tang — a, — cot — a 

io che d' altra parte concorda con la natura della eqnazio-r 
ne (A) y «ve il termine cognito è — i : poiché essendo 

I I 

tang — acot — a s= i 

sarà ancora 

4- tang^X — cot ±a = — t (B) 

È manifesto che nel caso di a ^ 90^, tang — a debb' esse* 

re negativa; perciò la formula di cui ci dovremo valere 
in tal caso sarà la seguente 



> tang a 
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OTTero y stante la condizione (B) , 



cot i. «= i-4-yi-4-tang'a 
3 tang a 

loS. Ponendo mente alle formule (ii) (64)9 e (tu) (65) 



sena 



tangus |/i4-tang aa=s 



cos a cos a 

facilmente otterremo 



« ■ * — cosa /w»»t\ 

tang — ac=s (^''▼'^ 

> sena 

isserrando inoltre che per la formula (tiu) (65) abbiamo 



f^i-|-tang«a i 



tang a sen a 

otterremo pure 

t sena , « 

tang — a = . ( xlvii ) 

* I 4- cos a 

Quindi moltiplicando membro a membro le due equa- 
aioni (xLvi) e (xltii), ed estraendo dipoi la radice (quadrata 
4ai membri della equazione risultante, sarà 

» /i — a cos a / X 

tang — a ssK I / (zx.yiu) 

* - y I -+- cos a 

queste formule (xlti), (xlyii), (xlviii) facilmente si ricaya- 
«o anche dalle formule (xxxy) , (xxxyi) n.^ 83. 

CAPITOLO XL 

^Ure relazioni esistenti tra le rette trigonometriche di 
due archi qualunque y e quelle della somma e della 
differenza degU archi stessi . 

X07. Le formule che abbiamo stabilite danno occasione 
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a molte altre fommle; di queste faremo conoscere le prin- 
cipali. 

Primieramente sommando dne a due i membri ddle e* 
qnasioni (xxt, xxyi) n.^ 79, e (xxxin, zzur) n.^ 81, è fa* 
die ottenere le quattro formule seguenti : 

•enacos^sa— sen(a-4-^}-t sen (a — ò) (xlix) 

cosasen/^^^ sen (a-4-6) 8en(a — b) (i) 

eosacosb=s: — cos (a-4-^) + — cos (a — b) (li) 

sen0sen&Ba— cos (a — b) ^ cos (tf-f-5) (in) 

Quindi dividendo i due membri della (lii) pei due memlni 
della (li), sarà 

tangatangi«?2iifZ±hlf2!Ìf±l) (un) 

cos(a-^6)-|-cos(a — b) 

dividendo la (xlix) per la (l), sarà pure 

tang«cotó-!!iif±ÌH:JfL(fZ±> /uf 
• sen(a-4-6) — sen(a — b) 

dividendo la (l) per la (xlix) 

cot«tai.g6-!!iii±±!:ZÌ2J[fZÌ> („> 
sen(aH-^) + sen(a — b) 

diyidendo la (li) per la (m) 

cote coti =£2!lf±!l±£2lL*JZ*) (iLTi) 

cos (a — b) — cos(a-f-6; 
108. Or ponendo a-^bcsr'i^, a — b^s^b'^ edùt conse- 

fuensa a«B-;;^(a' + ^')9 ^=» -^(^ — b'), e poseta cii- 
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ll^i apici, le forpitde (xlix), (jl), (li)» (lo) si cani- 
raano nelle seguenti 

iena 4- sen6 r=» asen ^ {a^b) cos — [m — b) ( lvii ) 

««na — sen^seacos-^ (a-4-^)8CD— [a — b) (lthi) 

€Os<i+cos& = 3€os-^(a + ò}cos~ (a — b) (lix) 

cos* — cosa = isen — (a-V.&)sen-^ (a— 6) (tx) 

Ora osservando che da tanga = *^°^ , tang* = ^^ si ha 

cosa cos6 

tangfl+tangft=i!?^ cos* + senftcosa 



tanga — fangosa 



cosa co&b 
sena cos* — • sen* cosa 



cosa cos* 
ponendo niente alle formule (xxv) n.® 79, (xxxiii) n.* 81, 

tanga4-tang*=!!5lfJ±±) (uà) 

cosa cos* 

tanga— tang*-n!!^ifZlÌl (lxu) 

cosa cos* 

Partendo poi da cota = ?2!f , cot*«^^ 

sena sen* 

col soccorso delle medesime formule , avremo nello stesso 

modo 

^ . -, scnfa-4-*) , \ 

cota «4- cot* ss • — ^ ,. ; ( lxiii } 

sena sen* 

cota— cot* = !f?ÌfZli) (ixiv) 

sena sen* 
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109. Ora moltiplicando membro a membro le sndÉettt 

formule (xxt), (xxxiii) aTremo 

sen (a-4-6) 8eii(a — ^) sa senta •os*^ — sen^^ cos ^a 
e poiché 

cos*6=a I — sen*^, cos^a^» i — aen^af 
sarà ancora 

sen'a — sens6^=ssen(a-|-6) sen(« — ò) ( lxt) 

Colle formule (xxvi) , (xxxiv) aYremo pure 

cos^a — sensòsa=.co8(a + A) cos {a — b) (lxti) 

£ moltiplicando membro a membro le formule (lxiÌ y (hjitj 
• le formule (lxxii), (lxiy) troveremo nel medesimo modo 

X • * «t senfd5-4-ò)scn(a — b) , . 
tang^s a — tang^ b =» ^ ' 1. ' ( lxvu) 

cos'a cos^b 

.- --, sen(d(-4-&)sen(a — b) , x 

cota a — cot » 6 =. __L-_I_.< !i i ( Lxnn) 

senSfl sen*^ 

110, È agevole poi dedurre colla divisione le seguenti 

dalle (lvii) , (lviii) , (lix) , (lx) : 



sena 



*ang-^(a-~ò) 



sena — sene 



(lxix) 



sena-Hsen^ ^ 1 , , ,\ /,^^\ 

ZL-^ =tang— (fl4-^) (i*») 

cosa i-H cos6 ^ 

sena4-sen6_ ^^^ I.(«_6) (lxxi) 

cosft — cosa * 



sena — sen6 
cosa -H cos6 



= tang— (a — ^) (lxxii) 



lunrriuirEA. xa^ 

!21Z:!21Ì = cot-(«+fc) (MDon) 
COSÒ — cosa ^ 



, cot — (a — 6) 
cos a -^ cos b a ^ ' 

▲ggiimgeremo pure la formula 

cosa+co8^ seca-hsec^ 

cos6 — cosa seca *- seco 



(lxxit) 



(ixxv) 



la quale agerolmente si deduce dalle due equazioni 

C0Sa=s— , COSftsss:— -7 • 

seca' seco 



CAPITOLO xn. 

Dimostrazione geopietrica di alcune formule . 

III. Le formule cbe abbiamo determinate) come quelle 
• che conseguono a principj legittimamente dimostrati , non 
hanno d' uopot d* alcuna verificazione • Pure t' ba un mez- 
zo di yerificazione per le formule ottenute col calcolo cbe 
rende la verità più sensibile, e per cui si acquista una chiara 
idea della composizione delle formule medesime. Questo 
mezzo consiste nella costruzione geometrica di esse fonnu- 
le, ed a noi piace mostrarne i seguenti esempj . 

I. 

Trovare il seno ed il coseno della differenza di due archi, 
essendo dato il seno ed il coseno degli archi medesimi . 
5ia (fig. 39.) A M = a, MB = 6; prolungando EB sino 

17 
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all' incontro di A M in B^ avremo MB' ^^ MB; e conducea- 
do le rette B'G , B'F' V una paralèUa ^ l'altra perpendicolare 
ad ACy sarà 

sen(a— *)==B'F'=.EH — EG = EH — BK 

cos(a— ft) = FC =HC+FH=rHC+EK. 

quindi , oye si faccia R s=- 1 ^ 

sen (a — b)s=» iena co%b -— sen^ cosa 
cos (a — 6 ) <= cosa cos6 *4* so^ cosa 

formule identiche con le (xxxiii), (xxxit) n.® 8i. 

II. 

Essendo dato il seno ed il coseno d' nn arco , troTare Q 
seno ed il coseno dell* arco doppio • 

Sia B ( fig. 4o ) il punto di mezzo dell' arco AC e= a a; si 
conducano la corda A C, il raggio O B e le perpendicolari 
CQ e PH sopra AO; avremo 

' senassAPy cosa = OP 

senaa9=-CQ = aPH 
cosaa=rOQ=OH-.HQ=»OH— AH 

Il triangolo O P A dà 

APXOP OP* AP* 

perciò > quando sia R = i y otterremo 

sen a a := 2 sena cosa 
cos a o = cos "a — sen*a 
clie sono le formule (xxvn), (xxviii) trovate al n-^ 8a 
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III. 

Essendo dato il coseno d' un arcò, trovare H seno ed il 
coseno della metà dell* arco medesimo . 

Prendasi l'arco A C = a (fig. 41 )j conducasi la perpen- 
dicolare CP sopra AB; quindi si tirino le corde AC, CB, 
come pure i raggi OD, 0£ da cai esse son divise perpen- 
dicolarmente nel mesBzo. Nella supposizione di AO^bsi, a- 
vremo 

OP = cosa, AP==i — COSA, AC^asen— « 

BP= i-i-cosa, BC=sacos — a. 

Laonde, riflettendo che la corda è media proporzionale fra 
il diametro ed il segmento adiacente, sarà 

TC»=ABXAP BC»«=ABXBP 
ovvero 

4sens-— a^^i(i — cosa), I^cos^^ a ^^!k (licosa) 

donde si avranno le note formule (Q) n.® 83 

,^ X ■ /' — cosa X yi4-cosa 
sen^«=^J/^^-^,eos-à=-|X 

IV. 

Essendo dati il seno ed il coseno di un arco, trovare il 
seno ed il coseno dell'arco triplo. 

Sia (fig. 42)OB = i, e l'arco AB -==BC^CD«^£Z. 
Il triangolo isoscele B O D è simile a B D F ; poiché l' angolo 
BD è comune, e l'angolo BDF il quale ha per misura la 
metà diB£ o BDj è uguale a BOB. Abbiamo dunque 



i 

i 

I 
! 

j 

i 
i 



\ 
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BF:BD::BD:OB 

donde si ricaTa 

Condncendo PG parallela a BO, risalterà PG:^BF, e (pin- 
di dai triangoli simili QGP, OBP ricaTeremo 

QG:BP»PG:OB 

PQ:OP»-PG:OB 
donde si ottiene 

QG)ai4sen<ay PQssgenaacosa. 

Ora è facil vedere che 

sen 3aB=DQ=DF-f-FG— QG 

8=>BD + BP— QG»3fevia— QG 

Coi3aa«:OQsOP~PQ»cosa— PQ 

per la sostituzione de* valori di QG e di PQ avremo 

sen3« -ss Ssena — pacata 

cosSass cosa — l^sea^acosa 

è facile dimostrare clie la prima di queste due espressio- 
ni è identica con la formula (xxix) ; l' altra , ove pong^asi 
1 — cos 'a in luogo di sena a 9 diverrà 

cos3ass4cos<ii — 3 cosa 

la quale è pure identica con la formula (xxx). 

> t 

• V. 

■ * ' « • . . 

Essendo* date le tangenti A due ardii, trovwe la tangente 
della loro somma e quella della loro differenaa. 
Sieno (fig. 43} OAsai, ABeaiai BG»^; alle estre- 
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mità dei raggi OA ed OB si conducano le tangenti AT e 
BS; quindi si abbassi la perpendicolare SH sopra OA. I 
dati sono 

BR^aatangOy BSestangò 

e la prima incognita è AT ss tang ( a + 6 ) . 
Dai triangoli simili OAT, OHS abbiamo 

:iZ= ^2, donde tang (a+ ò) = |E 
OA OH ©V -T- / QJ5 

Il valore di S H si ba dai triangoli simiU S H R, O BR» i qua- 
li danno 

SH OB ^ow tanga-+-tang6 
SR OR OR 

n valore poi di OH si avrà dal triangolo OSR, da cui si 
ricava 

SR"=ÓR*+.OS*— aORXOH 

ma abbiamo ancora 

SR»=BR*4-BS*+aBRXBS 

perciò 



BR«+BS»4.aBRXBSc=OR^4-OS^— 2ORXOH 

^Umde si ricava 

aORXOH=OR*— BR"+OS*— BS*— aBRXBS 

aORXOH^aOB* — aBRXBS 
aORXOH=a — stanga tang^ 
t quindi finalmente 

OH ss I— tanggtangò 
OR 
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Frattanto sostitaendo ad SH ed OH i loro valori, troTere* 
mo la formula 

tang («+*) - *«°g'»-t-tang& 

X — tanga tang^ 

identica con la formula (xxxvu) 

Con ugual facilità si ottiene il valore di tang [a — 6); 
sia ABsea, BC=a6 [^^. 44); conducasi il raggio OB, 
la tangente BR, il raggio OA che sarà d'uopo prolungare 
sino all'incontro della tangente medesima; la tangente AT, 
ed il raggio O C che converrà pur prolungare sino all' in- 
contro di (piesta tangente; finalmente la perpendicolare SH 
sopra O A : avremo 

BR = tanga, BS = tang6, AT=tang(«— ^). 
Dai triangoli simili OAT, OHS facilmente dedurremo 

tang(a— 6) = Ì5.. 
^^ ' OH 

Or poiché SRestanga— tangéy i triangoli SHR, OBR 
daranno 

CU—- tangéi — tang 6 ^ 

OR ' 

e poiché 

SR»=»BR«4-BS» — 2BRXBS 

SR»— OR*+OS»— 2ORXOH 

uguagliando questi due valori di SR, e deducendo dal- 
l' equazione, ristdtante il valore di O H , sarà 

Q jj __ i-jhtangfl tang ò 

o5 

finalmente per la sostituzione dei valori di SH ed OH ot- 
terremo la formula 



!J 
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i + tangatang& 



identica con la formula ( xxxvui ) 



VI. 



Dimostrare geometricamente le formule ( lyii ) y ( ltiii ) 
sen a -j- sen 6 = 2 sen — ( « 4- ^ ) cos — (a--~b) 

iena— senò= acos — (fl-f-6)sen — («-— ^) 

Sia { fig. 4^) AB = a, ACc=^; conducasi la corda B C, ed 
D raggio O D perpendicolare sopra C B ; quindi si tirino le 
perpendicolari BP, £F, DR, CQ sopra AO, ed £G pa- 
rallela ad AO. Avremo 

BP = senay CQc=senò 

p« sena+sen6 np sena — senft 

AD = — (a-4-è),DR=sen — (a-H^), 
OR=cos— (a + ò),BD = — (a— fi). 



B 



BE = sen— (a— ò),JOE=cos^(a— fi), 

Ma i triangoli simili OEF, BG£, ODR danno 

£F:DR::OE:OD,BG:OR::B£:OD, 

adanqxie 

yy^ DRXOE ^p_ ORXBE 
OD ' OD 
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Or facendo OD s» i , e le opportune sonlitninoni , troTcre- 
mo immediatamente le suindicate formnie. 

Dai medesimi triangoli si potrebbero ancbe ricaTare k 
formule (lix) (lx) . 

VEL 

Dimostrare geometricamente cbe la somma dei seni di 
due archi sta alla loro differenza , come la tangente della 
semisomma de' due archi medesimi sta alla tangente. detta 
loro semidifferenza. 

Dopo aver ripetuta la costruzione precedente, si condu- 
ca la tangente ST, e si prolunghi la C B sino all' incontro di 
OS in H. Ciò posto 9 ayremo 

EF__EH„DS 
BG^EB DT 
Ila abbiamo 

a£Fc=»sena4-sen6y aBGa=sena-— aend, 
DS^tangDA-stang-^C^-i-*) 

DTa=tangDB = tang-^(à— ft) 

conseguentemente 

. tang — (a-4-^) 
scn a -4- sen b ° a ^ 

risultameato identico con la formula (iiXix) • 
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CAPITOLO xra. 

Osservazioni sul principio generale della Trigonometria 

rettilinea • 

112. n principio della proporsionalità dei lati d'nit 
triangolo qualunque coi seni degli angoli opposti si può 
considerare come il principio fondamentale della trigono- 
metria rettilinea ; ed a tal oggetto Togliamo dimostrare clie 
da esso dipendono tutte le formule che servono alla riso- 
luzione dei triangoli , e tutte quelle ancora che esprimono i 
varj rapporti esistenti tra le rette trigonometriche di due 
archi qualunque. 

Ahhiamo veduto che de* quattro casi cui può dar luogo 
la risoluzione d* un triangolo , due agevolmente si risolvo- 
no col principio summentovato ; altri hanno d' uopo d' al- 
tro principio il quale si ha dalla Geometria , e che fa nasce- 
re le Ire equazioni seguenti: n.* 58 e 59 (fig. 4^) 

CB* —AB* -J-XC" ± 2 AB . AC . cosA 

AC» == AB* -h CB» -^ a A B . C B . cos B 

AB*=CB»-f-AC*±aCB.AC.cosC 

dove ha luogo il segno -4- dell' ultimo termine, allorquando 
Tangolo di cui si prende il coseno è ottuso 9 ed- il segno— 
nel caso contrario • Ma si osservi che se A sarà ottuso, cos A 
in fiorza delle già stabilite convenzioni sarà una quantità 
negativa ; per la medesima ragione sarà negativo cos B, o 
cos C, quando B,o C saranno ottusi: dunque^ in qualunque ca- 
io r ultimo termine di dette equazioni risulta negativo . DL» 

18 
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manierachè conTenendo d* indicare i lati del triangolo col- 
le medesime lettere che sono agli aogoli opposti , ma prese 
ndl' alfabeto minuscolo , avremo 

aS8s&9-4-cs — ^bc cos A 

b^sssa^'^c* — aaccosB (A) 

c^tssa^^b» — itf^cosC 

donde si rfcara che in un triangolo rettilineo qualunque, il 
quadrato d'un lato è uguale alla somma de* quadrati degli 
altri lati, meno il doppio prodotto de' lati medesimi nel 
coseno delV angolo che comprendono. 

Or questo principio non è die una conseguenza del- 
la proporzionalità dei lati d' un triangolo coi seni degli an- 
goli opposti, la quale somministra queste tre equazioni 

sen A a 



senB b 

sen A a 

sen C e 

sen B b 

sen C e 



(B) 



Sia condotta dal rertice C sul lato opposto A B la perpen- 
dicolare CD; dai triangoli A CD, CDB avremo , in virtà 
del principiò medesimo , le due proporzioni 

AD^ senACD DB _ senBCD 
AC^^senADC^ CB *" senBDC 

Ma siccome gli angoli in D son retti, e il seno dell'angolo 
retto è uguale al raggio , ed inoltre 

senACDxBcos A, senBCDc^cosB) 



avremo 



tB qnindiy osservando die DB-4« AD=» e, 

5asacoAC+ceosA (C) 

a ss ò CO0 C-h e co» B 

moltiplicando la prima per <;, la seconda per 5, la tersa 
per a, e sottraendo ({uindi la prima delle equazioni risnl* 
tanti dalla somma delle altre due, otterremo la prima dd- 
le equazioni (A) ; con un calcolo analogo potrà aversi la so- 
tonda e la tersa; lo che haatst a dimostrare che dal princi* 
pio della proporzionalità dei lati coi seni degli angoli op- 
posti dipendono tutte le formule che servono alla risolu- 
zione dei triangoli. 

Dalle tre equazioni (C) si vede che in ogni triangolo un 
lato è uguale alla somma degli altri due respettivamente 
moUipiicati pei coseni degU angoli che essi /armano coi 
primo. 

II 3. Reciprocamente da questo principio con facilità si 
deduce la proporzione dei lati coi seni deg^ angoli oppo- 
sti. Infatti abbiamo veduto come da esso nascano le equa- 
zioni (A); ma la prima di esse, sostituendo a cosA il suo 

valore f/^ i — sen» A, ne dà 

MnAsa -_ y^a^ (,% ^a a« c«-|-a 6» e» — (a^4-fc*-K*) 



%bc 



dunque 



senA M 



a 2abc 

indicando con M il radicale suddettto . Ad ottenere il va- 
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lore del ri^porto _ converrebbe ripetere il medesime 

o 

calcolo partendo dalla seconda delle equazioni (A) ; ma poi^ 
cbè dalla prima si passa alla seconda cambiando a ^ A ia 
b, B e yiceyersa, è chiaro che potremo fare a meno del 
calcolo , effettuando questi cambiamenti nel risultato prece- 
dente. Ora è una quantità indipendente dall' angolo 

a abc 

A> ed M è una funzione simmetrica di a, ò, e ; adunque sarà 

sen B M 

ò labe 

e per la stessa ragione 

senC M 

e 2abé 

ed in conseguenza 

sen A sen B sen C 



tome dovevasi dimostrare. 

Il 4* Colla medesima facilità deduconsi dal principio ste»» 
so le formule (xxv), (xxti) n." 79 dalle quali hanno origine 
tutte le altre di che abbiamo tenuto proposito ne* capitoli 
precedenti, e che servono di base alla teoria delle quan- 
.tità trigonometriche. 

.Abbiamo veduto essere 

a==^b cos C -{- e cos B ; 
Ora abbiamo 

, sen B sen C 

o = a , x «=s A . , 

sen A sen A 

adunque sostituendo avremo 

sen A = sen B cos C -f* sen C cos B $ 



'« f>oichè in ógni triangc^o là somma dei tre angoli è ugna-» 

le a due retti, A altro non sarà che il supplemento di B4-C 

« sarà 

sen A ^» sen ( B -4- C) 

• conseguentemente otterremo 

sen(B4-C)ssenB cosC + senC cosB (D) 

formula identica con la (xxv), n;^ 79. 

Da essa poi è facile ricavare la formula (xxvi): infatti 
èssendo 

cos(B-4-C)=^t — scna(B-4-C) 
sarà 

cos ( B -h C) =^ ( I — scn» B cosa G — sena C cos» B 

— 2senBsenCcosB cosC) 
e ponendo 

cos» C = i — sena C 9 sena C= i-^cosa C 
avremo 

cos(B -H C) == f^ (cos* B cosa C 4- scn» B sena C 

— icosB cosCsenBsenC) 

È facil vedere che il trinomio posto sotto il segno radi- 
cale non è che il quadrato della differenza dei termini 
cos B cos C, senB senC; e poiché per la composizione del 
quadrato medesimo è indifferente che il secondo venga tolto 
dal primo , o viceversa il primo dal secondo, dovendo estrar- 
re la radice quadrata cadesi naturalmente nell* incertezza che 
il risttltamento debba essere 

cos B cos C •^— sén B sén C 
«vvóro 

sen-B senC — cosB cosC 

Ha osservisi che se per le riflessioni fatte al n^ 57> B^ C a 
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B -4- C debbono ciscr nuoorì ad quadrante, il Talore ri-» 

saltante di coft( B-4*C) dorrà fiicrr positiTO e concordare 

con la Bg» 36. È da Tedersi adonqoe quale de' due tennis* 

ni ftoddetti sia coerentemente alla figura medesima il più 

grande. Ora per la similitodine de* due triangoli £BI, 

M P C abbiamo 

£B:EI::PC:MP 

e però 

EBXMP — EIXPC 

e poiché EI< EC, sarà EBXMP< EC X PC, errerò il 
prodotto de' seni minore di qadlo dei coseni; in conseguea' 
sa la formula da stabilirsi sarà 

cos(B-|-.C) = cosB cosC — scnB senC (E) 

identica colla formula (xxti)» n.® 79. 

Queste formule (D) ed (E) dovendo arer luogo per qua^ 
lunque yalore di B e C , dovranno esser yere anco nel caso 
in cui B sa 9r — B ; talmentechè avremo 

sen [ TT — (B — C )] = sen (ir — B) ccs C+sen C cos (ir — B) 

cos [tt — (B — C)] = cos {n — B ) cos C — sen C sen (ir — B ) 

e siccome il coseno d' un angolo è uguale al seno del suo 
complemento , e viceversa , sarà pure 

cos(B — C) =*cosBcosC-HsenB senC 

sen(B — C)sssenBcosG — senCeosB 

risul tementi identici colle formule (xxxiii) e (xxxit) che d'al- 
tra parte avevamo tratte dalle formule (xxv) é (xxvi) me^ 
diante Teliminazione (n^ 81). Besta frattanto dimostrato che 
dal principio della proporzionalità dei lati coi seni degli aD« 
goli opposti dipendono pure tutte le formule esprimenti le 
relazioni delle rette trigonometriche di dae archi. 
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TI 5. Se l'angolo A fosse retto, il triangolo sarebbe ret* 
tangolo , ed avremmo cos A == o : quindi le equazioni (C) si 
cambier ebbero nelle seguenti 

csa cosB, fr=a eosC (F) 

a = è cos C -4- e cos B (G) 

inoltre, poiché B è complemento di C, 

c=s.a senC, ^abo senB (H) 

e ponen'lo nella (G) i valori ài bec tratti dalle (F), risulte- 
rà n noto teorema 

a^ = 6a 4.C* 

finalmente eliminando a dalle (F) ed (H) troveremo 

^ •» e tang B, c^s^b tang C (I) 

£ questi sono i quattro principj relativi alla risoluzione dei 
triangoli rettangoli i quali conseguono al principio genera- 
le , come già dimostrammo nel Capitolo II. 

Ti6. Or per quanto la risoluzione dei triangoli abbia già 
formato oggetto delle nostre indagini , e sia stata eseguita 
in tutti i cast che possono occorrere, (Gap. I, II) pur nono- 
stante conviene sottoporla a nuovo esame, potendosi a que- 
sto luogo profittare di tutti i mezzi della trigonometria , 
per stabilire metodi più semplici de' già esposti . 

Primieramente osserveremo che le formule per tnezzo del- 
le quali si determinano in ogni caso i tre elementi ignoti , 
debbono essere di tale composizione che si presti al calcolo 
logaritmico , ed inoltre ddibono essere per quanto si può 
indipendenti tra loro; perchè, se avendo determinato un 
elemento come 6, ci varremo di b per determinfre ex: gr: 
C, o A , ad un grave inconveniente possiamo andane incon- 
tro; che essendo erroneo il valore di b per sbaglio com- 
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inesso nel calcolo 9 rbulti parimente erroneo quello di C e 
di A. Inoltre prima di applicare le formule cke fossero per 
avventura stabilite nell* ipotest di a =» i , a qualche caso 
particolare da risolversi col soccorso delle tavole in uso, 
converrà rendere le formule medesime omogenee , ove noi 
sienoy mediante l'opportuno collocamento del fattore R, e 
ritenendo poi nell' applicasione numerica ( Gap. YIII ) 

CAPITOLO XIV. 

Hisoluzione generale dei triangoli rettilinei rettangoli, 

117. Quando il triangolo da risolversi è rettangolo, un 
elemento sempre si suppone implicitamente compreso fra 
i dati , e questo è l' angolo retto • Ora se i casi altro non 
sono che i problemi essenzialmente diversi che si possono, 
presentare intorno alla risoluzione d' un triangolo, è mani- 
festo che pei triangoli rettangoli due soli casi bi^gnerebbe 
distinguere; seoondochè fossero dati un angolo, e un lato, 
oppure i due lati : ma siccome essendo dati un lato ed un 
angolo, esso lato può essere l'ipotenusa, oppure uno di quel- 
li che costituiscono l' angolo retto; ed essendo dati due lati 
può uno di essi essere l' ipotenusa , oppure ambedue posso- 
no essere quelli dell'angolo retto, perciò vengono distinti 
quattro casi, gli elementi dati potendo essere 

i.^ Un angolo, e rip9tennsa* 

2.^ Un angolo ed un lato dell' angolo retto . 

3.^ L' ipotenusa ed un lato dell' angolo retto . 

4.^ I due lati dell'angolo retto. 

Per dimostrare che la risoluzione d* un triaugolo rettaun 
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góio Bon può dar luogo ma altri casi, ossertiamo che es^ 
sa ridncesi in generale a determinare doe cose deUe cinque 
By Cy a, b, e. Ora le combinazioni diverse che si ponno fa- 
re con 5 cose prese 2 a a sono io, delle quali dae 

B, a; C, a 

•ntrano nd primo caso ; quattro 

B9&; B, e; C, ò; C, « 

entrano nd secondo; due 

a, b\ af e 

entrano nel terzo ; una 

6 , € 

entra nd quarto; ed una finalmente, qudla de' due angolif 

B,C, 
• da escludersi, come già sappiamo. 

P&XMO CASO 

118. Essendo data 1* ipotenusa à, t l'angolo acuto B^ 

trovare V angolo C , ed i lati 6 e r. 

Primieramente 

C«=9o^— B 
Quindi avremo 

^ _^ g sen . log^ssloga-HlogsenB — io 
c=_- — ; logc = Ioga + log cosB — io 

SBQOVIIO CASO. 

119. Essendo dato un lato b dell'angolo retto, ed uno 
degli angoli acuti, trovar 1* ipotenusa e l' altro lato. 

'9 
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Dal valore di ano degli angoli acuti agevolmente si dedn« 
ce il valore dell'altro: sapporremo che sia noto quello di B: 

C=90^ — B 



bK 



sen 



■g" ; Ioga c=3 log^ -+- IO — log sen 



B 



^R 



^"*ti^^ logc = logft4-io — logtangB 

Le espressioni io — log sen B , io — log tang B sono i com- 
plementi aritmetici di log sen B , log tang B , per mezzo dei 
quali abbreviasi notabilmente il calcolo. 

TEAZO CASO 

lao. Essendo data 1* ipotenusa a, ed un lato b, trovare il 
terzo lato e i due angoli acuti. 

^R 

sen B = ; log sen B s» log b -+- io — log a 

quindi 

avremo direttamente C anche dall* equazioni 



bK 
osC = 

finalmente 



cosC=s ; logcosC==log6-4-io-- Ioga 



csssya* — bi 



e affinchè si possa applicare aUa formola il C3lcolo logarit- 
mico , converrà che sia trasformata nella seguente 



c^y{a^b){a—by, 
log e = -i [log (a+b) H-log (a—è) ] 
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Volendo profittare del valore di B, potremmo avere il terzo 
elemento e dall' equazione 

acosB 



R 

ovvero dalla 



.; logc=^loga4-logcosB — io 



^"^tangB' loirc = logò-4-io—logtangB 

mai noi abbiamo detto ( n. ^ ii6) che le formule conviene 
«he sieno indipendenti tra loro. 

QUAETO GASO 

T2I. Essendo dati i due lati 6 e e dell' angolo retto» 
troTare V ipotenusa e gli angoli . 

ÒR 

tangBa» ; logtangBs»log64- io — logc 

quindi 

C^Qo** — B. 

C potrebbe aversi direttamente dall' equazione 

. ^ cR 

tang L. s=a _. . jpg tangC «=logc4- io — log b 

finalmente 

ma poiché questa formula non si presta al calcolo logarit- 
mico, ci varremo piuttosto dell'angolo B determinato » e 
ricorreremo all'equazione 



6R 



sen 



^ ; log il = log ^H- IO — logsenB 



e sarà questo l' unico caso in cui per comodo di calcolo 
è d' uopo allontanarsi dal canone del n.^ 1 16. 
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CAPITOLO XV. 

Ostefvaùùfti sopra i varj casi delia risoluzione 
de' triangoli rettilinei rettangoli. 

Ila. £ facOe vedere che il triangolo rettangolo sarà sem^ 
^re d'oaa poasìlpi]^ «^Q^trosiene, qiudnnqiie ùeoo i valori 
numerici assegnati ai dati nei casi precedjenU»^ ad ^ce^ione 
del terzo, dove è necessario clie il valore numerico di b sia 
minore di quello dell' ipofoiusa a . Se avesse luogo il con- 
trario, con una facile costruzione geometrica potremmo dU 
mostrare 1* impossibilità del triangolo. Ma ciò vien pare 
indicato dalla stessa formula logaritmica che in tal caso ri- 
sulterehhe assurda • 

Infatti la formula che in ({uesto caso dà il valore di B, 

essendo 

log senB = log & -^ io — log a 

se sarà 6^ a, avremo logò^loga, e log^-^loga ^o, 
e logsenB>io, ovvero scnR >R, la che è impossibi- 
le, poiché i seni sono tutti minori del ràggio. Negli altri 
casi i valori assegnati non riescono mai incompatìbili tra 
loro, né coi valori degli elementi che in conseguenza si de« 
teitninano* 

CAPITOLO XVL 

Risoluzione dei triangoK reHiUt^i obliquangoli, 

ia3. Avendo già comprovato (n.^'49)' che i oai&i esscn» 
sialmente diversi eui può- àu luogo la risoluaione d' qb 
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triangolo obliquangolo sono quattro , prenderemo immr> 
alatamente a risolverli . 

PaiMO GASO 

Essendo dati il lato <t, e due angoli del triangolo , trova- 
ìr« gli altri due lati ed il terzo angolo . 
I due angoli dati sieno A, B; avremo 

C«i8o** — (A + B) 
quindi 

a asenB 1 » m . «.. • 

; logfriaioga^-logsenB — logsenA 



senA 
asenC 



; log c=a log a-(^Iog sen C — log sen A 



senA 

SEGOirnO GASO 



1^4. Essendo dati i due lati a e b coU* angolo A oppo- 
sto ad uno di questi lati, trovare il terso lato e e gli altri 
due angoli B e C 

la* angolo B si ha dall' equazione 

senBs... 5 log sen Bsac log sen A 4- log ò — log« 

C = i8o^ — (A-HB) 
abbiamo ancora 

dvsenC , , 1 ^ . . 

• = T-; log e "log a + log sen C — logsenA 

sen J^ 

laS. E qui oonvien ripetere le osservazioni che già fu- 
rono fatte al (n* 5? ) j dalle quali risulU; i.® che essendo A 
ottuso , B non può esser che acuto; 2.** che essendo A acuto 
ed a>é, B parimente sarà acuto; 3.* che essendo A acuto , 
e ^^ ay rimane incerta la natura di B, per lo che, ad evi- 
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tare la doppia soluzione che in questo caso ha luogo , con** 
Terrà che la natura medesima del triangolo sia indicata da 
qualche particolare circostanza del problema. 

TEAZO CASO 

126. Essendo dati due Iati a^ ò e l'angolo compreso C, 
trovare gli altri due angoli ed il terzo lato . 

Per determinare gli angoli A, B indipendentemente dal 
lato Cy osserveremo primieramente che essendo 

A-hB4-C=i8o®, 



sarà ancora 



i.(A+B)=90»_4C; 



laonde possiamo supporre cognita la semi-somma degli an- 
goli A e B • Or poiché 

tang-Ì.(A4.B)- ««A-^-senB 

riflettendo che dalla formula 

sen A a 

sen B b 
si ricava 

sen A — sen B a-'^b 

sen A -h sen B a-\-b 
avremo ancora 

tangi.(A^B) ^_^ 



tang^(A-l-B) ^"^^ 
e quindi, essendo 

tang-i (A-i-B)scot — C, 



A£mu:yEi. i5i 

otterremo finalmente 

tang-i( A — B) = fJ_ cot — C. 



Con questa equazione , nella quale supponiamo a^b e 
per conseguenza A ^ B, si determina il valore della semi- 
differenza degli angoli A e B; sia un tal valore m; dalle 
equazioni 

-1 (A-+-B) = 90<»-.i-C,|{A-B) = i» 

si ricava per addizione 

A = 90®— -i C + /II 
e per sottrazione 

B = 9o®— -iC — /» 

Si osservi che la semi-differenza degli angoli si calcola fa- 
cilmente coi logaritmi y ed abbiamo 

log tang— ( A — • B ) ES3 

log(a — 6) + logcot — C—- log (a4-6) 

127. Ma da questa equazione si vede che ove fossero da*- 
tL di a e 6 i soli logaritmi , converrebbe cominciare dal de- 
terminarne i numeri corrispondenti, senza di che non po- 
tremmo fare uso dell'equazione medesima. Or per ovviare 

a tale inconveniente poniamo -« = ^^ ; ciò è sempre 

possibile, poiché le tangenti sono suscettibili di assumere 
qualunque valore ; quindi dalla formula (xxxviii) ricaviamo 
il valore di tang(f^ — 45®); siccome tang 4^® = R » sarà 
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^^^ ' tang^+i 

•ssu 

•d in ootuegaenza 

taiig-i(A— B) tang4-(A— B) 

tang(^ — 45®) «3 ! .eg 

tang^<A+B) cot^C 

dunque 



aR 



tang ^ = -j- , log tang^ » Ioga 4-10 — log* 

tang(^ — 45^)cot^C, 
taiig-(A — B)= g- 

log tang -i.(A — B) c= log tang {(fi — 45^) 4- log cot ^ C — io 

▲vendo supposto «> b «ari tang fJ>B» « perciò ^>45* 
128. Conoscendo gli angoli A e B, il terso lato e si tro- 
▼a coli' equazione 

^^osenC. log^^ióg^^iogscnC — logsenA 
senA 

•p|)ure coU' eq[uazione 

€ ^ tf^ ; logc «a: log * + log senC — log senB 
senB 

119. Ma il terfeo lato paò «nebe detarAiiiaS'ftì ifidifwi- 
dentemente dal valore degli angoli^ nel modo che fa da noi 
praticato al (n^ 58). L'eqimsione ftarà 

c^y(a^J^b^^tk4aeosC) 
la quale dà C per mezzo dei dati a, * , C; ina sitcotte ùott 
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pnò applicarTisi il calcolo logaritmico, perciò si rende neoes* 
sario trasformarla nel modo che segue . 

Aggiungiamo e sottragghiamo ^ab dalla quantità posta 
sotto il segno radicale, e dipoi ad i — cosG sostituiscasi 

a sena — C (xxxv) ; risulterà 

c^y [(« — *)• +4a^sen«-iC] (N) 
e finalmente 

-<-"i/[-*-i7-Trl 

Ciò posto, sia ^ tale angolo che il quadrato della sua tan« 
gente possa essere rappresentato da 

4 ^6 sen • -^ C 



avremo allora pel valore di e 



c = {a — b) ^i-f-tangafl» 

c = ^^a — b)seeé= ' ; 

cosf^ 

^dunque ristabilendo l'omogeneità, sarà 

a sen — C , 

tang^ = — 1 — yab; 

a — o 

log tang ^ sxs log a 4- log sen — C 

4- — loga-f- — log* — log(tf — b) 

ao 
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(a — ò)K 



;logc=:^log(a — 6)-4-io— logcos^ 

i3o. Trovato e, si potrebbero trovar gli angoli A e B con 
le formule 

log scn A = log sen C -|- log a — log e 

log sen B = log scn C -4- log b — logc 

e fatto il calcolo, la condizione 

A+B-i-C^ i8o* 

cui debbono soddisfare i tre angoli del triangolo , potrà ser- 
vire di mezzo di verificazione. Essa però sarebbe insuffi- 
ciente, ove si preferisse il precedente metodo ; perchè essenda 





A«90* — -i.C + « 




B = 90* — — C — OT 


avremo sempre 
ovvero 


A-hB=r3i8o^— C 
Ah-B4-C=i8o'* 



ancbe nel caso in cui m fosse erroneo . 

i3i. Il valore di e è suscettibile d'altra trasformazione 
«be giova conoscere . Ci partiremo dall' espressione (N) , e<J 
osserveremo che 

(« — 6)'=s=<ia (sen" JLc + cos* — C) 
— aflft + ^afsen»— C4-cosa ^ C) 
Ì^bsen^-^C=a,2ab(i — cos» -^€)4-!ia6seiL*-^C 
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óesaa6 — aa6cos>~C-4-aa6sen'> — G 
<^ìnài aYremo 

+ («• — aa& + 6a)tx>8«-^G ] 
^ finalmente 

c = J/[(a-HÌ)^sen«-ÌCH-(« — *)«co5«-C ] 

donde si Tede che e èV ipotenusa d' un triangolo rettau'* 
golo nd quale i lati che costituiscono 1* angolo retto sono 

^a + &)«en — C, (a — 6)cos— C. 

Questo triangolo rettangolo si può agevolmente costruire 

tiel seguente modo • 

n triangolo corrispondente agli elementi a,&,csiaABG 

{fig.47);BC = a, AC = 6, AB=^c, BCA=C. Prolun- 
ghisi il lato AC da ambe le partii e fatto centro in C si de* 
«criva la mezza circonf^nza N B M col raggio B C , avremo 

AM = a-|-5,AN = a— 6. 

Si conducano le cofde BN, BM, ed AD parallda adNB; 
r angolo N B M sarà retto , ed A D sarà perpendicolare a 
fi M. Or dal triangolo rettangolo ADM si ha 

AD=»AMsenDMA=s(a + ^)sen~G 



a 

X 



DM = AMcosDMA = (a-hò)cos— G 

£ poiché abbiamo 

BD^DM 

WA AM' 
avremo ancora 



1 56 TRIGOJf OHf ETRIÀ 

AM a + b » 

ovvero 

BD = ia — b)cos — C 
e cosi risulta fiftalniente 

J/[(a + ò)« sena —€ + (« — *)» cos» -4- C ] 

Quindi si vede che U risoluzione dd triangolo ABC di cut 
sono dati due lati a^ b e l' angolo compreso C, si riduce a 
quella del triangolo rettangolo ABD di cui si possono con- 
siderare come noti i lati costituenti 1* angolo retto , poiché 
i loro valori sono dati dalle quantità cognite a^ b, C e ù 
determinano mediante le equaziosi 

AD«(«-4-^)sen — C,BD=;=(^i — 6)cos — C 

QUARTO CASO 

iÌ2, Essendo dati i tre lati a^ byc^ trovare i tre angoli. 
La risoluzione delle equ^ioni (A) (n^ iis) somimini^tra 
queste espressioni dei coseni degli angoli 

cos A *a* ^^ 

^bc 

cosBs _-Z- _^ 

2ac 

a^ ^b^ — ca 

cos G :=» ^^ 

'Àub 
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ìé quali essendo funzioni dei lati, risolyono il caso di cui 
si tratta. 

Giova però sottoporle alla «eguente trasformazione, ae-* 
ciocché possano calcolarsi coi logaritmi . 

Sostituendo nella formula 

asen^ — A=i — cosA 
U suddetto valore di cos A, avremo 

a sena ^ A= 1 _ Ìl±:SiZlf![ «^ 

> !àòC 



a 



a —(5 — c)tt (tf-4«ft_c)(a — ft-4-c) 



a6c vkbc 

t quindi 

sen ^ A = I /ll±±i:il^iZlÌ±L) 

e siccome il valore di cos A si cambia in quello di cos B per^ 
mutando a in 6, e viceversa , avremo pure 

sen — B = I / (f±l:zi]IÉ:i:fJil) 

• per la medesima ragione 

* K kab 

ed indicando il perimetro a^b -^c del triangolo con ^p$ 
otterremo 

a + ^ — e =» ip — k a e 

a — 6 -4* e e=s a/> <— a 6 

^ + e — dt :^ ap — a « 

e quindi avremo le formule 
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a y oc 



sen 



formule cbe ageTolmente si calcolano in logaritmi; cosi ri-» 
stabilita l'omogeneità fra i termini , avremo 

logscn ~ A = — [log(p — è ) -I-log (p— e) 

4- comp log b 4- comp log e ] 
log sen -i. B = -i [log (/?— tf) 4-log (p — e) 

+ comp log a -4- comp log r ] 
logscn — C = — [log(/?— a)-4*.log(/> — *) 

-4- comp log a + comp log b ] 

in questo modo si determinano le metà degli angoli^ e 
quindi si hanno gli angoli stessi • 

i33. Questi angoli si possono però ottenere anche per 
mezzo dei loro coseni e delle loro tangenti ; eccone le for- 
mule relative . Dalla formula (xxxvi) n.^ 83 

a cos* — A = I -f- Cos A j 



9 

si ricava 



acos*^ 4 — ' + ^ — 

* a6c 

2bc % b 9 
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e quindi si ottengono i valori 

V TìTc ~ 

cos -Ì.C=| / {^-^b^e)(a^h^c) 
^ V 4^ 

le quali formule si possono più semplicemente esprimere 
nel seguente modo 



cos— A=»| X P(P — ^) 

bc 






Ptp—t) 



COS 

'^ ac 



i'^-i/'- 



ah 



£ in virtù della formula 



sen — A 
tangi-Asài ?_ 

cos — A 



sostituendo i valori di sen -^ A, cos —A, avremo 

% a ' 
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CAPITOLO XVII. 

Osservazioni sopra i quattro casi della risoluzione 
dei triangoli obliquangoli. 

i34« L' unica condizione che si esige nel primo caso, ac- 
ciocché la risoluzione non riesca asftirda, si è che la somma 
de' due angoli dati sia minore di i8o^ . 

i35 In quanto al secondo caso» osserveremo; i.^ che es- 
sendo A ottuso, e dovendo essere in consegucnsa B acuto, 
è d' uopo che si abbia a^b\ se si avesse a^b^ l'equazio- 
ne stessa dimostrerebbe l' incompatibilità di questi dati : in- 
fatti avremmo sen A ^ sen B , e l' angolo acuto supplemen- 
to di A, sarebbe minore di B, cioè iSo^ *~ A <^ B, e quindi 
A 4- B ^ 1 8o **, assurdo evidente . 

7.*^ Essendo A acuto, a potrà essere uguale, maggiore o 
minore di b , Se però fosse a = , ovvero ^ ^ , l' equazione 
darebbe sen B =, ovvero ^sen A, e quindi B =»», ovvero <^ A; 
in tal caso il supplemento di B non soddisfarebbe al proble- 
ma , perchè aggiungendo al supplemento medesimo A -4- C , 
abbiamo la quantità i8o° •+• A ^- B -f- C evidentemente 
maggiore di i8o°; condizione assurda. 

3.^ Se poi essendo A acuto(Fig. Si ) fo«te €i<^6^ l'equa- 
zione stessa dimostrerebbe dovere essere a necessariamente 
uguale o maggiore della perpendicolare C D abbassata sopra 

e dal vertice opposto : infatti abbiamo C D = —^ , e 

B CD 

sen A= — ! ; Sostituendo questo valore di sen A nell V 

b 

quazione sen B .=s^ — ..»,.&a£a.sen B s» ^ — ^..^^\ ora se C Ij 

-i^Or a 



fòsse minore di «9 sarebbe senB^ R; lo ehe è assurdo . Se 
fosse CD=«, sarebbe senBsR, 8 = 90*, il triangolo 
ABC sarebbe rettangolo in B ed una sola soluxione avrelv 
be luogo . Finalmente se fosse CJ),^a ci.t^roTeremmo nel- 
l'unico caso in cui la doppia sohizione non può evitarsi, 
che per qualche particolar circostanza del problema . 

i36. Nel terzo caso non si va mai incontro ad alcuna as« 
turdità; infatti la costruzione del triangolo è sempre pos- 
sibile qualunque sia il ralore dell*^angolo C e de' Iati a, Òy 
che lo costituiscono. 

187. Finalmente nel quarto caso la possibile d^etermina^-,^ 
alone del triangolo esige che sia.i 

Gò si deduce dalla. stessa formula. 



,,-^.K^ 



f^-l/! 



sen — A = i X (^-h^-^)(^-ft-hO' 



Infatti ad evitare ogni assurdità converrà i * che il radica- 
le sia reale; 2? che esso esprima una quantità minore di R 
•YYero minore di %. La prima condia^ione si verifica tostochè 

tssa potrebbe essere verificata da a.4- ^<^c,. tf-4-tf^ ^.>, 
ma se ciò fosse, dalla somma di queste due disuguaglianze 
ricaveremmo a -H ^ -4- <».-l- e ^c-^b .ovvero a a ^ o , 1q-, 
che è impossibile. La seconda condizione $i traduce in. 

V %Tc ' ^ 

avvero in qi^t' altra^ \^ 1 j. i 
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f>TT6FO tUtCué 1& 

[a + (b^c)][a — (b — c)]<^ba^ 
OTYero finalmente in qfuesta 

e STilnppando il quadrata di* 6 — c^ avremo pure 

a» — 6» — e» --aftc^o, a»^(*-h<?)«i 

9 finalmente 

b -f* <?^ a . 

i38. Se nella formula 

faremo ò =» c^ avremo 

I . a 
sen — A = — - 

^ a* 

ovvero ^ ristabilendo V omogeneità , 

sen — A =s ._ . 

Questa equazione risolve tutti i casi cui può dar luogo la 
lisoluzione dei triangoli isosceli ne* quali « è la base, A 
r angolo al vertice, b uno deMue lati uguali. tJn triangolo 
isoscele resta determinato allorquando sono dati due de' suoi 
elementi^ se i dati saranno a, t^ avremo A dalla formula 

setì^A«f?:j 

pe i dati saranno a, A, avremo b dalla formula 
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2 sen — A 



fiiiiabnenté se i dati saranno Ò , A| ayremo a dalla formula 

a6sen — A 

a CBS «..^-«..i— ^— i-i- • 
R 

Vero è cbe in luogo dell* angolo A potrebbe esser dato B, 
cioè uno de* due angoli uguali; ma questo non è caso da 
contemplarsi I poicbè da B agevolmente deducesi A, stanta 
1* equazione 

B=.9o«— -i-A- 



^ARTE SECONDA 



APPLICAZIONE DELLA TRIGOITOMETRIA RETTILirTEA 
ALLA RlSOLUZIOlirE DE'pROBLEHI ED ALLA DIMO- 
STRAZIONE DEI TEOREMI DI GEOMETRIA PIANA . 



PROBLEMA I. 



139. Ueterminare la saperficie d*ttn triangolo , essendo 
dati tre de* suoi elementi. 

Sono da distinguersi quattro casi corrispondenti ai quat- 
tro casi della risoluzione d'un triangolo. 

i.^ Essendo dati due angoli ed un lato qualunque k 

Indicando con 2 la superficie del triangolo, e prendendo 
per base il lato dato AB = c (fig. 46), avremo 

OraCD«ACscnA,edAC=£f!^; dunque 

senC 

Vi c' sen A sen B 

asenC 

formula nella qu^e potremo sempre sostituire ad uno dei 
tre angoli la somma degli altri due dati, poiché il seno 
d'un angolo è uguale al seno del suo supplemento. Suppo- 
nendo che gli angoli dati sieno A, B, avremo pertanto 
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M c'senAsenB 



(0 



asen(A-hB) 

1.^ Essendo dati due lati, e Y angolo opposto ad uno di 
essi. 

Nel suppósto elle i lati sieno a^by e l'angolo A, osserve- 
remo che da CD *=» AC sen A »b b sen A rìcarasi 

2=a — ^csenA. (n) 

Da essa conviene eliminare e non compreso fra i dati: a 
tal uopo si prenda l'equazione a^s^b^-^c^ — %bc cos A, 
• si risolva rapporto a e , sarà 

c = b cosA^y {b» cos* A-^-a^ — b»); 
e poiché 

6scos aA — 6*= — 6»(i — cos^AJss — b» sena A, 

avremo 

CBs&cosA-4-l^(a> — ^ssensA); 
e quindi 

2sssJ-5seni.[ftcosAH;:J/(a» — éasen«A)]. (m) 

A questa formula però non si può applicare il calcolo lo- 
garitmico come alla precedente ; d* idtra parte essa sonuni- 
nistra due valori per 2 , lo che concorda col doppio trian- 
golo cui dà luogo in generale questo caso • 

3.^ Essendo dati due lati e l' angolo compreso . 

Se i lati saranno a, bf e l' angolo A> avremo 

S=» — 6csenA, fu) 

formula identica a quella che abbiamo travato sopra. 

4.^ Essendo dati i tre lati • 
Poiché (xxvii)y n.^ So 



J ; ■- 
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senA=A sen — Acos — A 

9 » 



iostitaendo i valori di 

sen — A.cos — A 

fratti dalle form^ eke risoircmo il casa quarto , n.^ iS). 
• i33y avremo 

^^r[pip-^np-i^){p-c)] (IV) 

PROBLEMA n, 

t4o. Determinare il raggio del circolo circoscritto ad nii 
triangolo . 

Sia O (fig. 43 ) il centra del circolo circoscritto al trian- 
golo ABC; conduciamo i raggi O A, OB e la perpendicola- 
re OD sopra AB; gli angoli ACB, AOD, essendo ambe- 
due misurati dalla metà dell'arco AB, saranno uguali; tal- 
mentecliè avremo 

ADBAOsenC^ 
avremo pure 

CD'=COsenB, BD"»B08en4 
ma AO=»CO»BOed 

AD=J-^,CB^=^j,BD"c=-La^ 

dunque, indicando con r il raggio del circolo, 

c = arsenG 
fns^ùrÈmH (v) 

^«tesrsoiAj 
ia qaeste eqioaaieiii si' ricava 
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€ b a 

«i ricara pure 

aj9s=ia/:(8enA-f-.senB4-*senC) (^i) 

^"senA-f-scaB-f-scnC ^ 

donde segue, i.® che il raggio del circolo circoscritto ad 
un triangolo è uguale ad uno qualunque de* suoi lati divi- 
so pel doppio del seno dell'angolo opposto, oppure uguale 
al semi-perimetro del triangolo stesso diviso per la somma 
de' seni de* suoi angoli; 2.^ che il perimetro d'un triangolo 
è uguale al diametro del circolo circoscritto moltiplicato 
per la somma de* seni degli angoli. 

141. Dalle stesse equazioni (y) si deduce di più che in 
un triangolo i^ rapporto costante de' lati a' seni degli an- 
goli opposti è uguale al diametro del circolo circosc^ritto ; 

infatti 

€ b a 



sen b sen B sen A 



a^r. 



Questo rapporto si può esprimere per una fUnzione dei sa- 
li lati, profittando della formula che si trova al n.® ii3, 
dalla quale si ha 

a aa ^c 

senA'^^|/[aaaò«-^2aaca-+-aft»ca — (a*-4-é*-i-c*)] * 

perlochè si trova 

r=_ f*£ (ix) 

la quantità posta sotto il segno radicale si può mettere soK 
to una forma che si presti al calcolo logSMÙtsuLCO . 
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Sfatti essa è uguale a 

4éaca — (^24.0»— aa)* 
= (a6c-|-èa4,ca — «a) (afte — fta — «a-l^^ay 

c=[(ft4-c)a— aa][a9 — (ft— e)a] 
a=u(fl+ft-4-c)(a — ft-f-c)(a-H6 — c)(^-4rc— a); 
# poicbè a+è-+-c==ap, sarà 

aft<: > *^ 

£ poiché 

f/[j,(p-«H/»-fr)(^-c)]=S (II.» 139. IT) 

Avremo ancora 

''" IT' 

ovvero 

A/- 
dunque la superficie d* un triangolo è uguale, al prodotto 
de' suoi tre lati diviso pel dqppio del diametro del circolo 
circoscritto . 

PROBLEMA in. 

142. Determinare il raggio del circolo iscritto in un 
triangolo . 

Essendo AB C (fig..49) il triangolo, O il centro del circo-* 
lo iscritto, ed OD, OD', OD" rette condotte dai -centra 
ai punti di contatto, ed \n conseguenza perpendicolari a^ 
lati, avremo 

a* 
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AD=ODcot— A, 



BD'>=OD'cot — B, 



CD*'=OD"cot — C; 

a 

sommando queste equazioni, osservando che ADsssAB**, 
B D' = B D , C D" = C D', ed indicando il raggio del circolo 
con /^, otterremo • 

r'==: « JL (xu) 

cot — A -f- cot — B -4- cot — C 
a a a 

donde segue che il raggio del circolo iscritto in un trian- 
golo è uguale alla metà del suo perimetro divisa per la som-? 
ma delle cotangenti delle metà de' suoi angoli . 
Se il triangolo fosse equilatero sarebbe 

e perciò 

cot — A = cot — B = cot — C= cot 3o' : 
a a a 

or dal dato (n.°87 ) sen 3o** == — y si ricava 

cos3o®**i.t/3 , cot3o*^=*|^3; 

a 

per lo che risulta 

p a 

'^'^3p3'^5y3 

x43. Paragonando poi tra loro le formule (Tni)» (zìi) Sri 
ha pure la proporzione 

r':r=asenA-|-senB-4-senC:cot— AH-cot— BH-cot— C. 

a a a 
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k44* Essendo 



areaAOB=— cr* 



area AOC «ss — br^ 
3 

areaBOC=— ur, 
a 



sommando queste tre equazioni , avremo Parea 2! del trian- 
golo ABC espressa per una funzione del perimetro, e dd 
raggio del circolo iscritto , cioè 

donde è chiaro che 2 è uguale al semi-'perimetro moltipli- 
cato pel raggio del circolo iscritto • 

145. Abbiamo veduto che AD=aOD cot— A; or si os- 

a 

serviche2AD+9a=apy e che perciò AD =/? — <i; si so- 
stituisca questo valore^ e pongasi r^ in luogo di OD ; avremo 



quindi 



ed 



r' csB^P'— a) tang — A (^i^^) 

S =»/? (p— «) tang -i A (xiv) 

r'a=(S— ar')tang-^A (xv) 



146. Dalla formula S=/?/si ricava ancora (n.^ 189, vr) 
il valore di r* espresso per una funzione dei soli lati • 

^. ..y(p-a)(P-b){p-c) (^j 

e quindi la proporzione 

rir'=^abc'.k{p^a){p-^b){p—c). (xvii) 
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l>ROBLEMA IV. 

i47« Trovare l'atea d'un parallelogramino di cui si cò-^ 
hoscono due lati adiacenti e l' angolo che comprendono . 

Sieno i lati dati (fig. 60) AB«=6, AC = r, e l'angolo 
BAC=>A^ dal punto C si abbassi la perpendicolare CF 
«opra AB avremo CFs=:csen A, ed in conseguenza > indi- 
cando con S la superficie richiesta, 

Se=s5csenA (xviii) 

PROBLEMA V. 

14B. Detemùnare l' arco d' un quadrilatero qualunque 
4i cui si conoscono le due diagonali > e l' angolo che esse 
formano » 

Siccome gli angoli AEB , AED (fig. 5i ) sono tra loh> 
supplementari , è chiaro che sen A E B == sen AED» sen d. 
Ciò posto determinamo l'area de'triangoH ABE, BCE, GDS 
BAE^ valendosi della formula (11) n". 79 sarà 

AB£ = -ÌAE.BÉsenO, 

BCÉ = — BE.CEsen», 

a 

CDE=5 — CE.DEsenG, 
a 

DAE =~ DE . AE ssn ©j 

a 

sommando avremo 

area;ABCD=«=-^ {ÀE+ CE) ( BE-+-E D ) sen è j 



\ 
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%osi posta l'area medesima ss T, ed indicate le due diago- 
nali con df d% aTremo 

t e» -i dd' sen ^. ( xviii ) 

Dónde segue che l'area d'un quadrilatero è uguale alle 
metà del prodotto delle due diagonali moltiplicato pel se- 
no dell' angolo compreso . 

PROBLEMA Vi. 

149. Misurare l'area d'un poligono regolare di cui si 
conosce il numero de' lati, e la lunghezza d'uno di essi» 

Essendo C (fig. 62} il centro del poligono, si conduca- 
no le rette CA|CBy ec. il poligono Terrà diviso in tanti 
triangoli uguali ad A C B quanti sono i suoi lati . Ora 

area ACBsa AD X CD = AD' tangCAD» i^« cot ACD; 

dunque indicando con Y l'area richiesta, con h il numero 
^ei lati, con a uno di essi, e con n il quadrante, avremo 

4 li ^ ^ 

PROBLEMA VIL 

i5o. Determinare l'area d'un settore di cui si conosce 
1* arco , e il raggio . Quindi quella del segmento per mezzo 
degli stessi dati. 

Li* area del circolo il cui raggio è r viene indicata da 

Ss^irrà ; (xx) 
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or sia S' Tarea del settore misurato dall'arco dato, il qiùH 
si suppone che contenga n gradi ; avremo 

S:S'c=36o*:« 
e quindi 

Sf ir/irft , .. 

36o* ^ ' 

i5i. Ora onde ottenere l' area S" del segmento dovremo 
sottrarre V area del triangolo formato dalla sua corda e dai 
due raggi che toccano le sue estremità , da quella del setto- 
re ; e poiché l' area di questo triangolo vien espressa per 

— r« sen n ( n.® 189, 11 ) , sarà 



^^^^''^S^-'^'')' ('^ 



) 



PROBLEMA Vnt. 



i5a. Trovare due angoli Xj y^ì cui seni stieno nella idr 
gione di /{ : I , e le cui tangenti nella ragione di m : i • 
Le condizioni del problema danno 

senx:senj^ : : /i : i 
tang^o: : tang j^ : : j» : i ; 
ed esprimendo i seni per le tangenti (n.* GS, vni) sari 

tangx ^angjr 

|/(H-tang«^) • |/ (14- tang «/)'''"''' 

e quindi 

(tang«j7\ 

ovvero 

tang*x 
/ia{i4-tangaj?): 1^-— ^j^ : : jn» ; i ; 

di qui 
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^ K L («4-i)(/i-i) J 
"«K L («4-i)(« — i) J 



TEOREMA I. 

i53. In un quadrilatero qualunq[uc la somma de' quadra- 
ti de' lati è uguale alla somma de' quadrati delle diagonali , 
più il quadruplo del quadrato della retta che unisce i pun- 
ti di mezzo delle diagonali medesime . 

Questo bellissimo teorema di Leonardo Eulero dimo- 
strasi agevolmente col soccorso della trigonometria nel se- 
guente modo. Sieno F e G, (fig. 5i) i punti di mezzo del- 
le diagonali; pongasi 

^*=('«— ?)»+(«— «)»+a(/»—p)(/i—a)cosBEC 
^*=*('^+^)*+('»— «)»— a(w+l3)(«— a)cosBEC 
c>=(/w + |S)a-4-(7,+«)a+a(w4-|3)(/i + a)cosBEC 

e sommando^ 

^•-4-òa+ca+rfa=:4(/na+;ia+j3a^-a«-4-a|SacosBEC) 
Ora, essendo 

FGa=aa4,pa^^a|5«cosBEC, 



avremo 
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sarà finalmente 

TEOREMA n. 

i54« In nn poligono ipialivupie vip. lato è uguale alfat 
somma di tutti gli altri respettivamente moltiplicati pei 
coseni degli angoli che essi formano col primo. 

Converremo d' indicare i lati AB, BC, CD, DA del po- 
ligono ( fig. 53 ) colle lettere Oy &, e, </; e gli angoli colle dae 
medesime lettere con cui s' indicano respettivamente i lo- 
ro lati, poste fra parentesi; cosi l'angolo D AB verrà indi- 
cato con (ayd)y r angolo ABC verrà indicato con ( ^ > ^ } ec. 

Dimostriamo l'enunciato teorema relativamente al Iato 
A B del quadrilatero A B C D . AU>assando le perpendicola- 
ri D D', C C y abbiamo 

AB«=AD'-|-D'C'4-C'B, 

ADi^^ADcosDAQy 

D'C'=DG»DCcosCDGs=»DCcosCMB, 

C'B = CBcosABCj 
ovvero 

AD'=€fcos(a,rf),D'C'«ccos(a,c),C'B==*cos(a,*) 
dunque 

a=»6cos(a,^)-(«ccofl(a,<;)-4-£/cos(ay<f),. (xxni) 

Questo teorema si può dimostrare nella medesima guisa. 

sopra altro poligono qualunque. Kd p^tageno ABCDEj^ 

(fig. 54 )> dove 

AB==AE'-+.E'D'4.D'C'4-C/B 
avremo 
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41, = 6 cos (oyò) +e cos {a,e) -4- d cos (a,</) 4- e coft (a,tf) (xxrr) 
i55. Osserrìsi che nel qoadrìlatero AB CD (fig. 53 ) si ha 

perlochè 

ò&en{afb)ssseHn{afC)'^ds€XL{a,d). (xxv) 

Parimente nel pentagono ABCDE (fig. 54) si ha 

CC'«=CG+GH+HC'«=CG4.DFH-EE'5 

donde viene 

6sen(a,&}acsen(ayc)+<'Mn(a,(/)-Hesen(aye)« (xxti) 

£ perciò esprimendo i lati a, 6 » e ec d' un poligono qua- 
lunque coi numeri ordinali 1.* a.^ 3.^ ec. potremo sta- 
bilire che il secondo lato moltiplicato pel seno dell' angolo 
che esso fa col primo è uguale alla somma del terzo » quais 
io y ec. respettivamente moltiplicati pei seni degli angoli 
che essi fanno col primo lato medesimo • 

i56. Agli angoli (a, 6), (a^r}, (a ^d) potremo sostituire i 
loro yalori espressi per gli angoli stessi del quadrilatero , 
poiché 

(^i,ò) = B,(a,c)=^CMB= — [i8o«— (A-hD)],(a,ifl=.Ai 

cosicché le formule (xxui) 9 (xxy) potranno cambiarsi nella- 

seguenti 

a=e6cosB-*ccos(A-f-D)-|-<fcQsA (xxvii), 

£senB=<fsenA— csen(A-f-D) (xxviu) 

i57. Parimente agli angoli (a,^) (ayc)(a,£/), (a9«)po«i. 
tremo sostituire i loro T^ori espressi per gli angoli del 
pentagono, poiché (fig. 54) 

(a,*) = B,(«,c) = i8o"'— (B-hCJ, 

(a,rf)— ,[i8o»— (A>-hE)],(«,e) = Ai 

a3 
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cosicché avremo dalle forquile (xxiy) e (xxti) 
a^àcosB— ^cos(B+G)— </ciM(ÌL-+-£)-hecosA, (xxix) 

*senB = c8cn(B-f-C)— /f»en{A-*-E)-+-esenA. (xxx) 

TEOREMA III. 

i?>8. In ogni poligono la somma de* lati moltiplicati re- 
spettivamente pei coseni degli angoli che essi formano con 
una retta condotta a piacere sul piano di questo poligono è 
uguale jà zero • ' 

Sia AM ( fig. 55 ) la retta alla quale si riferiscono tiitli 

i lati del polìgono AB CD ; sarà (n.^ i54 ) 
AM=6cos(6,AM)+cqos(<:,AM)-t-^cos(^,AM); 

ma il triangolo A B M ci somministra 

AM = acosBAM = — flcosBAM' 

dunque 

«cos.BAM'-h6co8(6,AM)-H 

eros (e, AM)+rfcos(</, AM)=sco 

r angolo BAM' dobbiamo intendere che sia quello di a con 
AM ; donde segue che nell* enunciato del teorema ▼' ha 
Isi condizione che ^li angoli dei lati colla retta indefinita 
AM, sieno quelli che si ottengono presentando ad AM i 
lati stessi dalla parte della superfìcie del poligono • 

TEOREMA IV. 

1 59. In ogni poligono il quadrato d* u?f l«to qualanqu«5 
è uguale alla somma de' quadrati di tutti gli altri lati meno 
due volte i prodotti di questi presi due a due nel coseno 
dell' angolo che comprendono • 
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Dai quadrilatero AB CD (% 53 } aytemo (nP i54) 
a=3 & cos («, 6) + <? eos (a i e) 4-</«o§(il , ^) 

c=^ acos {a f c)+ b cos (e yb) ^d tos {e j d) 
</"«= a cos (ayd) + b cos ( 6 , éf ) -4- e coi ( e , <f ) ; 

moltiplicando la prima di queste^ equazioni per <f , la se<* 
eonda per 6, la tersa per c^ la quarta pter d; quindi sot-» 
traendo dalla prima la somma delle altre tre , sarà 

«• = fc»-|-c«-Hrfa— 2[^ccos(^,c) 

4-6rfcos(6,c?)4-cé/cos(c,<f)] (xxxi) 

Dal pentagono AB C D E ( fig. 54 ) avremo pure 

a>ss=&a^.c9^jfli^^eA — 2[(^b e eoB{by e) -^bd cos {b^d) 

4-ò^cos(fr,e)+crfcos(c,rf}-f*recos(c,e) 

-4- ^c cos (^ , tf ) ] ; (xxxii) 

e così pei poligoni d' uà maggior numero di ktì» Pei trian- 
goli avremo pure 

a» sssib^'-^'C^ — ^bccos(^byc) 

come d' altra parte sappiamo ; questa proprietà non è dun- 
que che un esso particolare' del generale teorema che ab- 
biamo dimostrato • 
i6o. Osse^àndo che 

la formula (xxxi) si oambierà in 

aAss^a-f-ca+f/a — a[6ecosC 
— dbeos{C^D)'\^cdcosìy], («ttiii) j 
Parimente osservando che 
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(*,0=C,(*,rf)— [aoo«— (C-4.D) ì, 
'(*,^)«i^[i8o»-(A-HB)],(c,rf)= D, 
(^,e)«— [i8o«— (DH-E)],(J,i?)=E, 
la formula (zxxii) darà 

«s=:6a4*c*-4-<fa-i-e« — ^[bccosC — ^^cos (C+D) 

— &ecos(A-HB)-4-c«fco8D— c60os(D-4-'£)+€ftf GosE) 

oppure^ ove 8i rifletta cbe A-4-BBa54o^ — (C-hD-I-E)i 

aasB^a+ra+^'+e^— i[&ccosC— -5€fcos(C4-B) 

+6 « C08 ( G +D-f-E ) +c<f cosD 

-— <;tfcoà(D4-E)-f-</ecosE]; («cirr) 

in questo modo le formule (xtxtn), (xfinv) divengono ìih 

dipendenti dagli angoli A , B adiacenti al lato a . 

i6i. La formulai (xxxi) riferita successivamente a tatti 

i lati del quadrilatero dà luogo al seguente sistema d'equa^ 

kioni 

a^faa^&4^c«a-|.i/a.^i[^ccos(5yc) 

+ bdcos{b,d)'^cdcos{cjd)'\ 

b* asaa^ +cA-4-«fs— a[a6C0s(ayC ) 

+adcos{afd)+cdcos(Cyd)] 

t^ssa^^b»^d^''^^[abcos{afb) 

'^adcos{àyd)'^bdcos(bfd)] 

d^s=za»>^b^^c^ — ^[abco»(afb) 

+acco8(a,te)^-&cco8(&9c)]; 

lie quali sommate danno 

a«4-6*4^a^^aafl[a6c08(tt,&y-Hu*C08(a,c)+à</cos(a,^ 

rhbccos{byc)'^bdcoÈ{b,d)'^cdcoB{cfd)] 
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'•donde «efpie che la somma de* quadrati fatti sopra i lati 
*d' un poligono qualunque è il doppio della somma de' pro>^ 
^òtti di essi Iati presi due a due nel Coseno dell' angolo che 
"comprendono . 

162. E perciò il valore della somma de' prodotti clie si 
possono formare coi lati d' un poligono presi due a due è 
quindi respettivamente moltiplicati pel coseno dell' angolo 
da questi lati compreso è la stessa per tutti que'poligoni che 
sono equilateri tra loro . £ conseguentemente, se un poli-* 
gono Terrà trasformato in modo che la grandezza de' suoi 
lati resti ^ssa, la somma de' prodotti di tutti questi lati 
moltiplicati due a due e pel coseno dell'angolo compreso 
rimarrà costante. 

PROBLEMA IX. 

t63. Determinare la superficie d'un poligono di cui si 
conoscono i lati, e gli angoli. 

Supponiamo che si tratti del quadrilatero ABCD; (fig. 53)^ 
T ne indichi l'area; avremo primieramente 

T«:ANB— DNC, 

ovvero (n.* 189, n) 

T=-i (*+CN)(£/-f.DS)scnC]S[D— iCN.DNsenCND 

T=i^(5</senCND+^.DNseaCND+^.CNsenCND)9 

ma 

f^fQ csenWCD ^ ^^ csenCDN. 

*^ senCND ' "^ «enCND ' 
dwiqa« 
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T=^ — [bc%en{òfC)~^bd8en{byd)-^cds€a(cyd)^ (xxxv) 

In questa formula non entra il lato a ; potrenuno parti-* 

re da 

T = BMC— AMD, 

ed allora verrd^be escluso il lato &, e si otterrebbe , 

T=— [acsen(a,c)+arf8en(tf,</)-4-c<fscn {c,d)]. 

Ma più agevolmente si grange a questi risultamenti decom- 
ponendo il quadrilatero in doe triangoli con una deUe su« 
diagonali : tirando A C avremo 

T=:ABCh-ADC 
ovvero 

T= ^[absen{ayb) + cdseii{Cfd)^i 

e ponendo in luogo di b sen ( a , 6 ) il suo valore sommini' 
stratoci dalla (xxv) (n.^ i55) immediatamente si ha 

T =- — [acBen(ayc)'\-»ad8en{afd)'-^cdsea(jCyd)]. 

Dovendo determinare la superficie del pentagono ci varre* 
mo del medesimo metodo ; tireremo la diagonale A C , e sarà 

T' = ABC^-AEDC; 

ovvero 

T'= — [ab sen(a,&)-H?€/sen(cy£/)-f-€6 scn(c,e)-Hfe sen{djé) ] 
e quindi (n.* i55. xxvi) 

T'=s — [flrsen(a,c)-4-<w/8etì(rf,€/H-acsen(o,tf) 

+ e dsen {e,d) + e e sen ( e , e ) + ^^ sen {dyc)]; 

in questa espressione resta escluso il lato b ^ volendo esclo- 
dere il lato a, si avrebbe 
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laonde possiamo stabilire che la saperficie d' un poligono 
di n lati è ugnale alla semisomma da* prodotti che si posson 
formare con n — i de' lati medesimi moltiplicati due a due, 
e pel seno dell' angolo che comprendono . 

164. Introducendo poi nelle suddette formule (xxxv), 
(xxxYi) gli angoli del poligono 9 ad esse oomsponderanno le 
seguenti 

T = — [6csenC-«-6<fsen(C + D)-Hc£fsenD ] (xxxvii) 



T'= — [bc sen C— *rfsen(C4-D)-H6^ sen (C-4-D-hE) 
-f-crfsenD — cesen(D-+-E)-l-é/esenE]. ^ 

In tutte queste fopnule relative ai poligoni i segni che as- 
sumono nelle diverse grandezze degli angoli le rette trigo- 
nometriche, renderanno sempre le formule stesse concordi 
ai cambiamenti cui può andar soggetta la figura dalla qua- 
le sono state dedotte, 

PROBLEMA X. 

16S. Determinare la superficie d'un poligono di cui si 
conosce un lato e gli angoli qhe formano con lo stesso lato 
le varie rette cQfidotte dalle sue estremità a tutti i vertici 
del poligono . 

Il cognito lato sia AB = a ( fig. 56 ) ; gli angoli che forma- 
no con AB le rette A£, AD, AC condotte dall'estremità A ai 
vertici del poligono sieno », (3, 7 ; e gli angoli che for- 
mano con AB le rette B£, BD, BG cpndotte dall'estremità B 
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ai vertici stessi sieno a', ^', y'. Determineremo Ip areo. 
de' triangoli E AD, DAC, CAB; quindi dalla loro som-, 
ma avremo la superficie del pentagono A B C D £ . 

UareadiEAD è indicato da ^A£.AD8en(a — ^3); 

ora 

AE senABE AD senABD , 

AB'^senAEB » AB**scnADB 
ovvero 

asena* usenjS' 



9 



AE=» — , ■ . A , AD 



sen(i4-aO' sen(/3-4-/5') ' 

dunque 

ii*senac'sen|3'sen(a — j5) ^ 

arca E A D = / . ,<, , a . a \ » 

asen(a-|-«')sen(P-h]3') 

da questa formula si deduce agevolmente T espressione d4* 
r area di D AC^ ed essa è 

..«anAP gascnp^eny^en(P^y) , 
"**"^^^2sen(PH-iS')sen(74-/) * 

finalmente ( n.^ 1399 1 ) 

a'senyseny' 

area CAB s» ~ — fr * 

asen(y-h7*) 
In conseguenza avremo 

^ seDasenp sen(ft— P') sen/^'seny'sendS-^ 

■^ aen(a-^«')lin(j3-+.p')'*"sen(j3-hp')sen(7-i^ 






/ 



, senyseny'V , . 

sen(7-H7'/ 

Snello stesso modo potremmo determinare V area d' un poli- 
gono d'un maggior numero di lati. 

PROBLEMA XI. 

i66. Essendo dati d'un quadrilatero (fig« $3] tre lati^^ c^ t^ 
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«no degli- angoli compresi ( e , <f } = D y ed uno degli ango-» 
li adiacenti A, troTare il <piarto lato a, e i due angoli B^G. 
La risoluzione generale dei poligoni che costituisce Fog- 
ghetto della poligonometria, si effettua col mezzo dei teore- 
mi che abbiamo dimostrati i quali danno a conoscere le 
proprietà de' poligoni, ovvero le relazioni decloro lati colle 
rette trigonometriche de* lorp angoli • Non volendo esporre 
della poligonometria che i principi ^^ ^^^ riposa, e qualche 
saggio d' applicazione de' medesimi , ci contenteremo d' ag- 
giungere ai suddetti teoremi alcuni quesiti da cui rileva- 
si r uso che di essi si può fare . Per una maggiore istruzio-^ 
ne in questo ramo di matematica rimandiamo i nostri leg- 
gitori aUa poligonometria di Lhuillier, a qudla del Prof. 
Franchini , ed anche alla Geometria di posi;^ione di Carnot. 
Passando frattanto alla risoluzione dell' enunciato proble- 
ma richiameremo le formule (xxyii) e (^lxviu) n.^ i56|>. 
dalla seconda delle quali si ha 

dsenA — cscnfA-»-D) 
senB» : r— i; 

e quindi 

C = 36o^— (A-hB+D); 
e dalla prima ' 

a ss: 5 cos B — - e cos ( A + D) -4- <f CCS A«, 

PROBLEMA Xn. 

167. Essendo datj d' un quadrilero (fig. 53) tre lati a^Cf 
^ e gli angoli compresi (a, </)sbA, (c,</)ssDy trovare 
gli altri due angoli B , C , ed il quarto lato b . 

Palle du0 equazioni suddette (xxvii) e (^xviiO ù ricavai 

a4 
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bsenBs^dseaA. — tf»cii(A-+-D) ; 
Or dividendo la seconda per la prìna, yerrà 

l^„B^ </»enA — csen(A>4-D) . 

a+ccoft (A-hD) — ^cosA 
quindi • 

C = S6o^— (A-f-B-f-D). 

Finalmente essendo 

6 sssa oos ( 6 , a ) -4- dcos {b ,d) + ccos(b ,c)9 
poiché 

(6,ii)=-B,(ft,d')=. — [i8o*— (C+D)],(*,c)«C 

avremo 

òssacosB — £/cos(C-+-D) + ccosC. 

PROBLEMA XIII. 

i68. Essendo dati d*an pentagono (fig. 54) qnattro lati, 
byc ydyCj e gli angoli che essi comprendono ( & , e ) ^^ C, 
(cyd)^=^Dy{dye)==^Ey trovare gli altri due angoli A^B, 
ed il quarto lato a. 

La formula (zxx), osservando che 

(B4-C) = 54o*^— (A-4-D + E), 
e che 

B«54o* — (A + C-hP + E) 
ci dà 

Ascn(A-|-C-4-D + E)s=»csen{A + E + D) 

— €/ sen ( A -4- E } + e sen A ; 

quindi, sviluppando i fattori ne'quali A è contenuto, avremo 

6senAcos(G-i-D+£)^6€(>sAsen(C4-B + £)» 
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cfteiiAcos(£ + D)-H<?co8Asai(£-f-D)— -^senAcosE 

— </sen £ eoa A -+• e sen A ; 



e ponendo in luogo di cos A , il suo valore |/ i — sen • À 
avremo una equazione da cui sarà facile ricavare il valore 
di A . Trovato A , si determina B agevolmente 9 e quindi si 
determina a valendosi della formula (xxix) (n.^ i^?) • 

TEOREMA V. 

169. In ogni quadrilatero iscritto nel circolo il prodotto 
delle due diagonali è uguale alla somma dei prodotti dei la» 
ti opposti ; ed il rapporto delle due diagonali è uguale al 
rapporto delle somme dei rettangoli dei lati adiacenti alle 
loro estremità. 

i.^ n quadrilatero sia ABCD (fig. 57), ed i suoi lati 
AB, BC, CD, DA vengano respettivamente indicati con le 
lettere a^byC yd\\e diagonali BD, AC si rappresentino poi 
con A, A'. Conducasi DF in guisa che Y angolo FDC sia 
uguale all' angolo ( A » e ) ; è manifesto cbe l' angolo ADE ri- 
salterà uguale all'angolo ( A , e) ; come pure l' angolo AFD 
uguale a (e, 6), e l'angolo DFC uguale ad (a^d). Ora 



^y^^ JsenADF ^p__<:scnFDC 
"** senAFD ' senDFC * 



na abbiamo 



senADF sen(A,c) b 

senAFD 8en(c,6) h 

senFDC _ sen(A,g? )^^ a . 

senDFC sen(a,<f) h ' 
perciò 

h h A 

dunque 
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a.^ La superficie dd quadrilatero AB CD è uguale alle 
feomma de' due triangoli ABC, AD C, ed è pure uguale al-^ 
la somma degli altri due ABD, BCD; laonde si può sta- 
bilire 

ABC4-ADC«ABD+BCD; 

indicando con r il raggio del cìrcolo , arremo in consegnen- 
sa ( n.^ i4i» xi ) 

abh' cdK adh , beh 

kr ^^ 4r 4^ %r 

wvcro 

h ab-^-hc 



ad+bc 



PROBLEMA XIÌI. 



(xl) 



==p/il 



Z70. Essendo dati i quattro lati d'un quadrilatero ìscritr 
to troyare le diagonali, il raggio del circolo, la superfide 
del quadrilatero, ed i suoi angoli. 

i.^ Ci varremo primieramente delle equazioni (xxxa) t 
(xl)» dalle quali eliminando A, A' si ha . 

b^-'cd){ac'-^bd) 

— 7d-j:j2 — ^ ("■) 

a.^ Osservando poi che il raggio del circolo circoscrìtto 
al quadrilatero è quello stesso del circolo circoscritto al 
triangolo ABC i cui lati sono <i, bj A', avremo ( n.® 141, ix) 

___^ abh^ _. 
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e ponendo in Tece di A' il suo valore (xlii) , e facendo le 
opportune riduzioni , risulterà 

y {ac+hd)[ad'-\'hc){^ah^cd) 

Finalmente posto il perimetro a+&+c-4-<fana a j^r, otter- 
remo 

'"^TK {p-a){p-b){p^c){p^d) ^^"") 

3.^ Indicando la superficie del quadrilatero con 21| si ha 

Z»ABC+ADC; 
ma (n.^ i40|Xz) 

abh' cdh' 

diinq[ue 

{ab^cd)h^ 

2 Tr * 

Z= — yi(ac^bd)(ad^bc){ab+cd)], 

Z^y[{p—a){p-b){p-c)(p-d)]. (xlit) 

4.^ In ultimo luogo onde ottenere uno qualunque de- 
gli angoli y per esempio V angolo B^ ricaveremo dal triango- 
lo ABC r equazione 

A'a ssaa-f-dsN— aa6 cosB ; 
dalla quale sostituendo il valore di A' avremo 

aa-f-^* — «a — rfa 

cosBga ■ . . . : fxLt) 

%ab-^2cd ' ^ ' 

m poicb^ (n.^ 106, xLtmi) 



I ^ I — cosB 

tanga — B a»—- =- 

* a i + cosB 



avremo pure 
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. « » , /(c-i-d)» — (a—b)* 

' » y(a+c+d—k)(,b^c+d—a) 



e finalmente 



-T-l/fefJ^' (-1 



w 



PARTE TERZA 
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CAPITOLO I. 

Principali proprietà dei triangoli sferici. 

171. JLia sfera è un solido che si può sapporre generato 
dalla riTolnzione d' un semicircolo intomo al proprio dia- 
metro. La geometria dimostra clie la sezione della sfera 
fatta da un piano è un circolo ; or quando il piano secante 
passa pel centro della sfera, la sezione, poiché in questo 
caso è la più grande possibile , chiamasi circolo massimo • 

Dicesi poi polo d' un circolo della sfera , un punto della 
sua superficie ugualmente lontano da tutti i punti ddla cir- 
conferenza di questo circolo . È facile dimostrare che ogni 
circolo della sfera ha due poli, i quali sono le estremità 
d' un diametro della sfera condotto perpendicolarmente al 
piano di esso circolo . 

Due circoli massimi d'una medesima sfera ne dividono 
la superficie in quattro parti denominate fusi, ciascuna 
delle quali è compresa tra due semi-circoli ; e tre circoli 
massimi la dividono in sei fusi, quando però questi circoli 
si tagliano secondo il medesimo diametro; che se i tre circo- 
li non hnono l'intersezione comune , allora essi dividono la 



f()^ ELEMENTI 

fuperficie sferica in otto parti , che sono otto triangoli detti 
triangoli sfericU i cai lati sono archi di circolo massimo . 
Perlochè stando a «pesta generazione potremo stabilire 
che un triangolo sferico è una porzione éU superficie sfen- 
ca compresa tra tre archi di circolo massimo • 

Si possono concepire descritti sa la saperficie sferica 
triangoli sferici formati dagli archi de' circoli minori^ ma 
di questi non è d'uopo tener proposito . 

172. Sia ABC (fig. 58 ) un triangolo sferico descritto su 
la sfera il cui centro è inO;ÀB,BC9ACy poiché sono 
archi di circolo massiino i^ centro de' quali è in. O , misn- 
reranno gli angoli AOB,AOC, BOC. Donde si vede che 
la somma dei lati d'un triangolo sferico sarà la misura ddla 
somma degli angoli piani che costituiscono l' angolo triedra 
O • Or la somma degli angoli costituenti un angolo triedro 
è sempre minore di quattro retti, dunque la somma. dei ut 
lati <r un triangolo sferico e minore deUa circonferenza d'un 
circolo grande . 

173, In quanto. agli angoli del triangolo sferico è da av- 
vertire. che essi sono identici agli angoli dei piani in cui si 
trovano i lati loro. Cosi 1' angolo A è uguale all' angolo die- 
dro formalo dai piani CAO, BAO in cui si trovano i lati 
C A, B.A dell' angolo A; e siccome V angolo di due piani 
s' intende che sia quello delle due perpendicolari condotte 
nei medesimi piani sopra un punto della comune loro, in- 
tersezione y perciò conducendo pel vertice A le perpendico- 
lari AC'y AB' ad A O la prima nel piano CAO9 l'altra nel 
piano BAO 9 ovvero conducendo le tangenti AC, AB' agii 
archi AC, AB, l'angolo B'AC' sarà per noi identico col- 
l'angplo sferico. A; la qual cosa concorda colla geometria 
analitica, dove vuoisi che l'angolo di due curve sia quello cha 
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Tonnano le loro tangenti condotte al punto d' interseca- 
zione . 

174- L^ due perpendicolari che misurano 1* angolo diedro 
OBCA possono anche condursi pel centro O deUa sfera: 
sieno esse O P ed OQ . L'angolo PO Q sarà uguale all' angolo 
B'AC delle due tangenti, ma T angolo POQ è misurato 
dall'arco di circolo massimo PQ descritto dal punto A co- 
me polo alla distanza d'un quadrante , perciò concludesi che 
V angolo sferico è misuraio daìV arco di circolò massimo 
compreso fra i suoi itUi, e descritto dal suo vertice come 
polo alla distanza et un quadrante . 

175. Posto ciò se dai Tertiei A, B, C (fig. Sg] del trian- 
golo sferico ABC alla distanza di un quadrante si descrivo- 
no gli archi B'C A'C% A'B' e si prolungano i lati del 
triangolo sino all' incontro di questi archi , F 6 sarà la mi- 
sura dell'angolo A, DH lo sarà di B, ed MN Io sarà di C. 
AYTcrtasi che siccome i vertici A, B, C del triangolo ABC 
sono i poU dei lati B'C, A'C, A'B', del triangolo A'B'C, 
cosi i vertici A', B', C sono distantì d'un t|uadrante da BC, 
ACy AB, cioè sono i poli dei lati del triangolo h BC : di- 
manierachè a cagione di questa corrispondenza i triangoli 
ABC, A'B'C vengono chiamati triangoli polari. 

Ora poiché 

FG-l-B'C^=i8o® 

HD-+-A'^C'=:i8o^ 

MN-i-A'B'=i8o?^ 

possiamo condudere, che gli angoli dd triangolo sferico 
ABC sono misurati dai supplementi dei lati del suo trian- 
gok> polare A^B'C: oltre a ciò i lati del triangolo ABC 
sono la misura dei supplementi def^i aagoE A', B'j C' del 
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triangolo polare: infatti A', B', C hanno p«r mirar a gli ar- 
chi MH , NG , FD , ed è facile vedere che 

MH+BC«i8o* 

TfG-f.AC = i8o* 

FD-hAB = i8o*. 

£ però i triangoli A B C, A'B'C si chiamano talvolu Irùui- 
goli supplementari. 

X76. Quindi sarà facile dimostrare che la sonuna degli 
angoli d'un triangolo sferico è minore di sei e maggiore di 
due angoli retti • Perocché essendo 

A=i8o«— B'C 

B=»i8o^— A'C 

C=i8o«— A'B' 
si vede che 

A4.B + C = 54o*— (B'C' + A'C' + A'B'); 

ma la somma B^ C -|- A' C •+- A' B' dei tre lati del triango- 
lo sferico è minore di 360** (n.® i?^), e d'altra parte su- 
pera sempre lo zero, perciò la quantità A4-B-4-.C troTas^ 
costantemente compresa tra due e sei angoli retti • 

CAPITOLO n. 

Principio generale per la risoluzione de* ciangoli sferici* 

177. L' oggetto della trigonometria sferica non differi- 
sce da quello della trigonometria rettilinea che per la na- 
ra de' triangoli che si prendono in considerazione. Di fit- 
to come la rettilinea specula sopra i triangoli rettilinei» co- 
si specula la sferica sopra i triangoli sferici, e consegnen- 
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temente essa si propone di assegnare i metodi opportuni 
alla determinazione o risoluzione d' un triangolo sferico, di 
cui sono dati gli elementi necessarj, cioè quelli che bastano 
ad escludere 1* ambiguità delle soluzioni . Questi metodi pe- 
rò differiscono essenzialmente da quelli della trigonometria 
rettilinea; imperocché le equazioni che couTiene determi- 
nare per la risoluzione de* triangoli rettilinei esprimono le 
relazioni de' lati colle rette trigonometriche degli angoli , 
laddove le equazioni per la risoluzione dei triangoli sfe. 
rici conviene che esprimano le relazioni delle rette trigo- 
nometriche de^i angoli , con le rette trigonometriche dei 
lati. 

178. Affine di vedere quali e quanti elementi del trian- 
golo è necessario che sieno dati per determinarlo, conviene 
osservare, che il triangolo sferico ABC sarebbe determina- 
to quando lo fosse l'angolo triedro OABC; ovvero quando 
si conoscessero gli angoli piani che lo costituiscono , e le 
loro scambievoli inclinazioni. Sappiamo però dalla geo- 
metria che di questi sei elementi tre bastano a caratteriz- 
zare un angolo triedro ; dunque per la risoluzione dei trian- 
goli sferici dovremo cercare delle equazioni che compren- 
dano quattro elementi almeno , affinchè essendone dati tre 
si possa eolia risoluzione delle equazioni medesime trovare 
il quarto. 

Or tutte le combinazioni differenti che si possono fare 

dei sei elementi suddetti presi quattro a quattr^ o due 

6.5 
a due sono -^ cioè i5 C^) ; ma esse si riducono a quattro e#- 



(*) Diciamo quattro a quattro o due a due , perchè Talgehra di- 
mostra essere il numero delle combinasioni dì m cose prese n ad /i , 
tignale a quelle di m cose prese ni — n ad m — n . 
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aenzialmente diyerse pel nostro oggetto . La prima è fra tre 
lati e un angolo; questa comprende i tre c ambiam enti 

aybfCfA afbfCfB ajb,CyC, 

La seconda è fra due lati e due angoli opposti; cpiesta ne 
abbraccia tre, cioè 

a, bf Af B tfy C| AyC bf c^ B, G. 

La terza è fra due lati e due angoli di cui uno opposto e 
l'altro adiacente al medesimo lato dato, la quale ne com- 
prende seiy cioè 

af bf Af C af #, A, B b^ e. A, B 

a^ bf By C éif Cf By C bf Cf A, G 

La quarta finalmente è fra tre angoli e un lato ; la quale ne 
abbraccia tre, cioè 

Kf B, Cy €t A.J By Cf b A.f B, G, e 

Passeremo intanto a determinare le formule a questi quat- 
tro casi relative. 

179. Supponiamo che ABG (fig. 58) sia un triangolo 
sferico descritto sulla superficie della sfera, il cui raggio è 
uguale a qudlo delle tavole, e conseguentemente ugnsde al- 
l' unità» Prolungando i raggi OB, OG sino all'incontro 
delle tangenti ne' punti B' e G'i e conducendo la retta B'C^i 
dai triangoli A B ' C^ O B' G' avremo 

FC'*=«AB'»+AC''»— aAB'.AC'.cosG'AB', 

BX^a^^oF^-^OC'"— aOB'.OG'.cosG'OB'i 

ed osservando che 

AB'»tangAB,AG'»tangAG, 
OB' = sec AB, OG'sssec AC, 
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e convenendo d' indicare i lati con le medesime lettere che 

sono agli angoli opposti, ma prese nell' alfabeto minuscolo» 

sarà 

B'C"c=tang'6+tangac — a tang&tangccosA, ^ 

B'C*» sec •Ò-4- sec *c — a sec b secccoso; 

e quindi y sottraendo dalla seconda la prima , 

sec9&— tang^6 + sec >c — tangac — a secò sec e cosa 

-h a tang & tang e cos A <=s o ; 

ora ricorrendo alle formule (11), (111)9 (▼!) (n.® 64 e 65 ) po- 
tremo facilmente trasformare questa equazione nella se- 
guente » 

cos a sen b sen ccos A 

1 , -+- , = o 

cos o cos e cos o cos e* 

da cui si ba 

cosa = cos&cosc-hsen6 senccosA. 

£ poiché la stessa costruzione che abbiamo fatta rispet- 
to all'angolo A, può ripetersi sopra B e sopra C, è manife* 
sto che col semplice cambiamento di A , ^i, in B , b, e yice- 
Tersa, ovrero diA^éi^inC^CyC viceyersa , dall* equazio- 
ne precedente ayrèmo altre due equazioni ad essa consimi- 
li , e conseguentemente questo sistema di equazioni 

cosass cosò cos e -4- seno sen e cos A, (i^ 

cos ò = cos a cos e -4- sen a sen e cos By (11) 

cos e =3 cos a cos b + sen a sen b cos C ; (iic) 

donde risulta che il coseno d' un iato è uguale al prodotto 
de* coseni degli altri due lati pia il prodotto dei seni di que^ 
sii medesimi lati nel coseno dell* angolo che comprendono» 
Questo teorema può considerarsi come il principio fon- 
damentale di tutta la trigonometria sferica , poiché da esso 
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derìTanOy come TcdreniOy tutte le fonniile che serrono a!-* 
la rìsolnxione dei triangoli sferici. Intanto si osservi che 
avendo tre eqoaxioni (i), (ii), (in) fra le sei quantità a^b^Cf 
A, B| Cy qoando di esse ne sieno date tre, agerol cosa ddh 
b* essere il determinare le altre col messo dell' diminazio- 
ne: ond'è che le equazioni saddette risolyono il problema 
generale della trigonometria sferici • 

i8o. Nella trigonometria rettilinea i lati d'nn triangolo 
stanno fra loro come i seni degl'angoli opposti; Tediamo 
se nella trigonometria sferica può aver luogo qualche teo- 
rema analogo a questo. Sappiamo che 

sen.A ^(i — cos«A) . 
sena sena 

ora dalla prima ddle equazioni precedenti (i) ricaraai 

cos b cos e — cos a 

cós A =a ^ . ^ ; 

senosenc ' 

laonde risulta 



^ ^A cos* &eosAc-4-co6'a— acosacos6cos# 

I— C08> A=i — ; 

sena^sen^c 

e poiché 

scn» òsensesss(i— co8>&)(i — cos^c) 

■=3 1 — cos» b — cos» e + cos» b cos» e, 
riducendo allo stesso denominatore e sostituendo si ha 
I — cos»a — cos»6-— cos»c-4-3COsacos^cosc 

1— C05»A= « • a 9 

scn» b sen» e 
ed in conseguenza 
senA 1/ ( I— cos» a — cos » &^— cos» of-acos a cos b cos e) 

= — ■ T- — — — (M; 

sena sen a sen 6 sen e ^ 

Colla osservazione medesima potremmo trovare i valori di 
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senB senC 



9 



smb sene * 

Ma riflettiamo, clie potendosi dedutre il valore di cosB trat- 
to dall' equazione ( 11 ) dal valore di cos A tratto dalla ( i ) 
cambiando a in ò, e viceversa b in a^ così potremo ottene- 

senB 
re il valore del rapporto , 1 facendo le medesime sosti- 
tuzioni nell'equazione (M); or poiché il secondo membro 
dell' equazione medesima è una funzione simmetrica di a, b, Cj 

consegne che 

sen A senB 

sena sen 6 * 

Di qui per analogia abbiamo altre due equazioni , cosicché 
risulta il seguente sistema 

sen A senB 



(VI) 



sena 




seno 


9 


sen A 
sen a 


- 


senC 
sene 


9 


senB 




senC 


• 



sen 6 sene ' 



secondo teorema dal quale si ricava che m un triangoio sfc^ 
rico qualunque i seni dei lati stanno fra loro come i seni 
degù angoli opposti, 

x8i. Questo teorema si può dimostrare eziandio per mez- 
zo d'una facile costruzione geometrica: sia ABC (fig. 60) 
il triangolo sferico descritto sulla superficie della sfera che 
ha il centro in S: dal vertice C si abbassi una perpendi- 
colare CP sul piano opposto ASB, e dal piede P di essa 
perp^dioolare m abbassino pure due perpendicolari PAV 
PB' su i lati AS| BS, e si conducano le rette C A', C #; 
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queste risulteranno perpendicolari ai lati medesimi ; dimo- 
doché gii angoU CA'P, CB*P dei triangoli GA'P, CB'P 
rettangoli ambedue in P, indicheranno il valore degli an- 
goli sferici A e B . Ora dal primo di questi triangoli rica-* 

Tasi 

CP = CA^senCA'P^ 
e dal secondo 

CPsaCB'senCB'P; 
ma 

CA'sssen6yCB'B=:sena, 
dunque 

sen 6 sen A Si* sen a sen B ^ 

sen A senB 
sena sen 6 ' 

e mediante una costruzione analoga alla precedente potrem- 
mo ottenere nello stesso modo le suddivisale equazioni 
(v)e{vi), 

182. La terza relazione che vogliamo determinare è quel- 
la tra due lati e due angoli di cui uno opposto, Taltro adia* 
cente al medesimo lato dato: ma a ciò si giunge facilmen- 
te sostituendo nell* equazione (i) il valore di cos e dato dal- 
l' equazione (ui), e quello di sene tratto dall' eijuazionc 

(v) ; cioè 

sena sen G 

senc = r""f 

senA ' 

infatti il risultato comprenderà gli elementi a 9 5, A, C co- 
me si richiede . Or per la prima sostituzione otterremo 

cos a^=scos a cos a 6-f-sen a sen b cos h cos C-f-sen h sen e co6 k.\ 

ma cosa 5 s»i —-sena b^ dunque sostituendo e trasportan- 
do i termini negativi nel primo membro , e dividendo per 
sen h ) sarà 
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eosasen^eassenacos^cosC + seiiccosA. (19) 

Per la seconda sostituzione avremo poi 

cos a sen b = sen a cos b cosC + sen a sen C cot A; 

e dividendo per sena 

ootasen6sscos6cosC + senCcotA» (F) 
ovvero 

cola sen b -— cos^ cosC 

~* A == 5Sc ' (^') 

e di qui il terzo teorema, per cui la cotangente d* un angolo 
è uguale alla cotangente del lato opposto nel seno d'un td- 
tra lato, mena il coseno di questo lato nel coseno delTan- 
gola compreso; la differenza divisa pel seno dell'angolo 
medesimo • 

Siccome si può prendere per secondo lato tanto b che e, 
segue che alla cotangente dell' angolo A corrispondono due 
espressioni ; la prima è indicata dalla formula (vii) , 1* altra è 

cotn sen e — cos e cosB 

cot A =s ■ — S > (viti) 

senB ' ^ ' 

questo teorema come desunto dalle equazioni generali del 
primo e del secondo sistema non può esser proprio del solo 
^angolo A, cosicché venenda esteso eonvenientemente agli 
angoli B e C darà luogo al terzo sistema seguente 

cot a sen b — cos b cosC 

^*^ ISTc ' f"'^ 

cot/Y sene — COSC COS B 

cot A = — p — ; (vili) 

senB ' ^ ' 

cot b sen a --^ cos a cos C 
cotB j-g , (IX) 

a6 
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cot b sen e — cos e cos A. , . 

cotB=« —-7 5 W 



COI e 8cn a — co» e* i;w» ** 

«>tc== — -^ , (») 



sen A 




cot e sen a — cos a cos B 


senB 




cot e sen 6 — cos 


^cosA 



i83. Risolvendo poi l'equazione (P) non già rappor- 
to a cot A come abbiamo fatto , ma piuttosto rapporto a 

cot a, avremo 

cot A sen C -4- cos C cos 6 , . 

cot « = —f, (xu.) 

quindi è che il terzo teorema potrebbe pure enunciarsi 
nella seguente guisa: la cotangente d' un lato è uguale aJla 
cotangente dell' angolo opposto nel seno d'un altro angolo 
più il coseno di questo angolo nel coseno del lato comu- 
ne; la somma divisa pel seno ilei medesimo lato • 

£ poiché si può prendere per sebondo angolo tanto B 
che C| cosi alla cola corrisponderanno due espressioni; la 
prima è indicata dalla formula (xui) , V altra è 

cot A sen B -|- cos B cos e / \ 



cot a 



sene 



Laonde l' intero terzo sistema dà pure occasione alle se- 
guenti formule 

cot A sen C -+- cos C cos b i^^„\ 

cot a «= -^ — y P"v 

sen 6 

cot A sen B 4- cos B cos e 

cot a B= ; (xiT) 

sene ^ 

cot B sen A -4- cos A cos e .\ 

cot b Bs > Pv 

sene 

I 
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cot B sen C 4* cos C cos a 

col b = : (xvi) 

sena ^ '. 

cot C sen A + cos A cos 6 

cotc= ' , '■■' ' , (xvii) 

seno 7 \ f 

cot e sen B -4- eoe B cos a 

cot e =5= ■ . (xviu) 

sena > ^ ' 

i84. Avremo finalmente la quarta relazione fra i tre an- 
goli ed un lato osservando che dall' equazione (N) pennu*- 
tando a, A| in 6y By e viceversa ricavasi 

sen a cos b = sen b cos a cps C -|- sen e cos B , 

e sostituendo questo valore di sena cos^ nella stessa equa- 
zione ( N } , per lo che si ha 

cos a sen b r=s sen b cos a cos a C+ sen e cos B cos C+ sen e cos A; 

ponendo i — sen^C in luogo di cos^Cy e facendo le op«- 
portune riduzioni sarà 

sen b sen a sen* C r% n , a 

— = cos B cos C + cos A ; 



sene 
ora 

sen6 cosa sen^C senftsenC 



cosasenCi 



sen e sen e 

e dal teorema secondo si ricava, che 

sen^senC ' -n 
ss senB; 

sene 
dunque 

sen B sen C cos a = cosB cosC + cosA 
ovvero ^^ 

cos A ss sen B sen C cos^^i — cos B cos C; (xix) 

quarto teorema che dimostra essere il coseno d* un angolo 
uguale al prodotto de* coseni degli altri due nel coseno del 
lato comune, meno il prodotto dei coseni degli angoli stessi , 
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Qnesto teorema può immediatamente desumersi dal teo- 
rema primo ponendo mente alle proprietà del triangolo 
polare • 

Siano A', B', C, cfy h\ J^ gli angoli e i lati del triango- 
lo polare \ in virtù del primo teorema avremo 

cos a' S3 C08 V eoa' e •■4- sen h' sen e cos A' 
ma (n.^ 176) 



a 



t 



i8o* — A, ft'=» i8o* — B, c'-s* x8o* — C, 



A'^iBo*' — fl, 

dunque , osservando che il coseno d' un arco é ugnale al 
coseno del suo supplemento preso negativamente, sarà 

cosA = senB senCcosa— "COsBcosC, 

la quale è identica colla equazione (xxx] precedentemente 
ottenuta . 

II medesimo teorema dà parimente occasione alle altre 
•quazioni che costituiscono il sistema seguente 

cos A = sen B sen C cos a — cos B cos C , (xix} 

cos B s= sen A sen C cos 6 -*~ cos A cos C 9 (xx) 

cosC<»senAsenBcosc — cosAcosB. (xxi) 

CAPITOLO m. 

Dei triangoli sferici rettangoli, 

i85. Facendo l'applicazione delle formule precedente* 
mente stabilite ai triangoli sferici rettangoli, si rendono ma> 
nifeste alcune importanti proprietà dei medesimi » le quali 
vengono ordinariamente enunciate ne' sei teoremi che se- 
guono. 
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Supponiamo che l'angolo retto sia A (fig. ^i), e sebbe- 
ne il nome d'ipotenusa sia veramente proprio del lato op- 
posto all'angolo retto ne' triangoli rettangoli rettilinei, non- 
dimeno dietro l'esempio di molti geometri, col medesimo 
nome d'ipotenusa indicheremo pure il lato BC opposto al- 
l' angolo retto ne' triangoli sferici . Primieramente sarà 

senA = x,cosAc=BOy cotAsio; 

e quindi avremo 

i.^ Dalle formule del primo sistema, cioè desunte dal 
primo dei quattro teoremi precedenti 

cos a = cos b cosjc (xxn) 

ovvero 

cos a : cos b ss= cose : i 

donde si vede che in un triangolo sferico rettangolo il co- 
seno deWipotenusa è uguale al prodotto de'cosem degli 
altri due lati. 

Ciò può comprovarsi mediante una costruzione geome- 
trica. Si abbassi dal vertice C la perpendicolare CA'sul 
piano opposto ; essa cadrà sulla intersezione ST; dal punto 
A' si conduca una perpendicolare A'B' sopra SB e quindi 
C B' ; 1' angolo C B' A' sarà uguale all' angolo sferico B ; l'an- 
golo A'SB' sarà misurato dall'arco AB; ed inoltre sarà 

CB'sasenCB, CA' = senCA, 
SB'sscosCB, SA'=cosCA. 

Ond'è che il triangolo A'SB' pél principio del n.<» 6i, som- 
nunistrerà l'equazione 

SB'=SA'cosA'SB', 

la quale, sostituendo alle rette i loro nomi, ai cambia nell' e- 
quasione 
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eos CB rss cosC A C08 AB , 
identica alla ( xxii ) . 

a.^ Dalle fonniile componenti il secondo sistema 

sen b sss. sen B sen a (xxiu) 

sen e =s sen C sena (xxrr) 

ovrero 

sen b : sen B = sen a : i 

sen e : sen C «== sen a : i ; 

per lo che condudesi che il seno ttan iato è uguale al seno 
dell'angolo opposto moUipUccUo pel seno deli ipotenusa* 
Infatti dal triangolo A'CB' si ha 

CA'aaCB'scnCB'A', 

ovrero 

sen C A = sen C B sen B y 

la quale è identica all' e^iuazione ( xxiii ) • 

3.® Dalle formule (vu), (vm), e dalle altre componenti il 

terzo sistema 

tang h ss tang a cos C (x^^) 

tang e sa tang a cos B (xxti) 

©▼vero 

tang h : tang« = cos C : i 

tango : tanga = cosB : i \ 
«ome pure 

tang h = tang B sen e (xxtu) 

tang e = tang C sen 6 (xxrin) 

ovvero 

tang 6: tang B««= sene: x 

tang e: tang Cessene: i. 

Dalle prime due (xxv) e fxxvi) si vede che la tangen- 
te d^im lato è uguale alla tangente delVipotenusa nel co- 
seno deW angolo compreso» 
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Infatti arendo condottele due perpendicolari BTjBT', 
aid S B nel punto B, 1* una nel piano dell* arco B A, l'altra in 
quello deU' arco B C , e prolungati i raggi S A ed S C sino al- 
l' incontro delle perpendicolari stesse , sarà 

BT = tangBA,BT' = tangBC; 

laonde la retta TX' risulterà perpendicolare a BT, poiché 
i piani C B' A', T' B T sono paralleli ; quindi il triangolo 
BTT'sarà rettangolo in T, e darà 

BT = BT'cosB 
ovTcro 

tang B A = tang B C cosB, 

equazione identica alla (xxvi) . 

4^ ^ Le altre poi (xxyii) e (xxyiii) dimostrano che la tan- 
gente iT un lato è uguale alla tangente deU* angolo opposto 
nel seno deW altro lato, 

£d infatti dal triangolo C A' B' abbiamo 

CA' = A'B'tangB, 

e dal triangolo A' SB' abbiamo 

A'B'=SA'senA'SB'; 
quindi 

CA' = SA'senA'SB'tangB, 
ovvero 

sen C A =» cos C A sen A B tang B j 
e finalmente 

tangCAsstangBsenAB; 

equazione identica alla (xxvii) • 

5.® Dalla formula (xxix) quarto , ed ultimo sistema , 

cos a = cot B cot C (xxix) 

ovvero 

cos a : cot B s» cot C : i 
e dalle (xx) e (xxi) del sistema medesimo 



ovvero 
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eosBssscos^MnC (xxi) 

cosCsacoscsenB (^e^^^) 

eosB:co8 6 ::se&C: i 
ooft C : cos e ss. senB : I • 

Or dalla (xxix) segue che il coseno deff ipotenusa è ugtiaìs 
al prodotto delle cotangenti de' due angoli obliqui» 

6P E dalle due ultime (xxx) e (xxzi) risolta che il ah 
seno cTuno degli angoli obliqui e uguale al coseno del Ut- 
to opposto nel seno delT altro angolo obliquo • 

Questi due prindpj altro poi non sono che una conse- 
guenza de* precedenti : infatti essendo (zziu) 

sen 6 s= sen B sen <z , 
e (xxv) 

tang 6 B=3 cos C tang a 9 

se divideremo la prima per la seconda, avremo 

• senB 
cos b ss _^^ cos a f 

cosC 

ma per la (zxii) 

cos a ss cos b cos e; 

dunque sostituendo, 

cos C =cos e sen B; 
conforme alla (xxxi) . 

Finalmente ricavando dalle equazioni (xxx) , (xxxi] i va- 
lori di cos b, cos e, e moltiplicando i risultati abbiamo 

cos B cos C 

cos b cos e ssss =; 7; ; 

senBsenC 

ovvero 

cos a => cot B cot C , 
conforme alla (xxix). 
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CAPITOLO rv. 

Osservazioni preliminari intomo alla risoluzione gè» 
nerale dei triangoli sjèricim 

i86. Posti i precedenti principj yedremo chiaramente che 
il tecrema dimostrato al n.* 179 da cni sono state desante 
tutte le equazioni relative ai triangoli sferici obliquagnoli e 
rettangoli è da ritenersi come il principio fondamentale 
della trigonometria sferica. Questo teorema, ed il sistema 
di equazioni ed esso rdatiy e , e conseguentemente tutte le 
formule cui dà luogo, suppongono che gli elementi del 
triangolo sferico sieno minori di 90^ ; nondimeno questt 
formule si possono estendi re a quei casi ancora in cui al- 
cuno di questi elementi supera un tal limite, essendo esso 
nondimeno al di sotto di 180^, mediante le conyenzioni sta^- 
bilite rispetto alle rette trigonometriche. 

j 87. Da quanto abbiamo detto al n. ^ 1 78 risulta che le for* 
mule contenute ne' quattro sistemi, debbono essere suffi- 
cienti a risolvere tutti i casi della risoluzione de* triangoli 
sferici . Ma prima di passare all' enumerazione de' casi me- 
desimi ne giova far l' osservazione seguente • 

Gli elementi ignoti d'un triangolo sferico saranno dati 
dalle foriDule di cui si tratta per mezzo del seno, o del co- 
seno, o della tangente, o della cotangente. Ora il coseno, 
la tangente e la cotangente faranno nota la natura dell'e- 
lemento al quale appartengono mediante il segno da cui que* 
ste rette trigonometriche saranno precedute, il quale quan- 
do sarà positivo, dimostrerà essere l'elemento minore di 90^, 

27 
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e maggiore di 90^, quando sarà negativo: ma non cosi ay- 
verrà del seno, il quale conserva il medesimo segno per 
tutti gli archi compresi tra i limiti o^ e 180^ . In questo 
caso sarà d' uopo aver riguardo alle particolari cdrcostan* 
ze del problema , e por mente al principio geometrico 
che in ogni triangolo sferico , come in ogni triangolo ret* 
tilineo , di due lati il maggiore è quello che si trova oppo- 
sto ad un lato maggiore e viceversa . Avremo hiogo però di 
tornare su tal proposito in seguito | ed allora potremo as- 
segnare più precisi criterj . \ 

CAPITOLO V. 

Risoluzione generale dei triangoli sferici rettangoli . 

i88. Applicando le regole algebriche dei segni alle rette 
trigonometriche dell'equazione (n.^ i85) 

cos a ss cos b cos e y 

si vede che essa non può essere soddisfatta dai diversi va- 
lori di cui sono suscettibili i lati a, by e, che nelle combi- 
nazioni seguenti ; 

-4- cos a =i -+. cos ^ X -H cos e 

•+■ cos a =s — cos A X "^ cos e 

— cosa 5=ss Ip cos b X ± cos e 
donde segue che in qualunque triangolo sferico rettangolo 
i tre lati possono essere 6 tutti minori di 90**, ovvero due 
maggiori di 90® ed il terzo minore. 

Parimente applicando la stessa regola all' equazioni 

(n.* i85) 

tang b £^ tang B sen e 
avremo 
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-V- tang 6 gas -^- tang B X "4- sene; 

poicliè sene (nella nostra ipotesi che tutti gli elementi del 
triangolo sieno minori di i8o^ ) è sempre positivo. Quin- 
di è che in ogni triangolo sferico rettangolo un angolo obli^ 
quo, e il lato che gli è opposto, son sempre della me^ 
desima specie, cioè ambedue maggiori o ambedue minori 
di go^. 

189. Poiché un triangolo sferico rettangolo risulta deter- 
minato allorquando si conoscono di esso due soli angoli^ 
obliqui, tra i casi della sua risoluzione converrà, a diffe- 
renza di ciò che abbiamo fatto pei triangoli rettilinei no*- 
verare ancor quello in cui i dati sono questi due angoli . 
Inoltre distingueremo il caso, nel quale sono dati un angolo 
obliquo ed un lato, in due, secondo che il Iato dato è op- 
posto , oppure adiacente ali' angolo dato ; perlochè nella 
risoluzione dei triangoli rettangoli, sei saranno i casi da 
prendersi in considerazione. 

PRIMO GASO 

190. Essendo data l'ipotenusa a e l'angolo obliquo B, 
trovare l'angolo C ed i lati b e e. 

Dalle formule (xxix), (xxiii), (xxvi) (n.® i85) avremo 

cot C = cos a tang B ; log cot C =^ log eos a -+- log tang B — i o 

sen b c= sen B sen a; log sen b = log sen B + log sen a — io 

tang e =3 tang a cos B ; log tang e ^^ log tang a+log cos B — io 

non v'ha incertezza rispetto a b, perchè questo lato sarà 
della medesima specie dell'angolo dato B (n.^ 188}. 
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•mCOVDO CASO 

191. EMendo dato un lato e dell'angolo retto 9 e l'an- 
golo obliquo B adiacente I trovare ripotennaa a, il teno 
lato bf e r angolo G. 

Dalle formule (zxvi), (xxtu)» (xxxi) (n.® i85) avremo 

tangasas LI; log tangasslogtangc+ 10 — logcosB 

tang b ss tangB sen e; log tang6=ilog tangB 4- log sen e — io 
cosC ss coftcseaB;logco5Cc»logcosc + logsenB — io 

TSaSO CASO 

193. Essendo dato un lato b dell'angolo retto e l'ango- 
lo B opposto , trovare V ipotenusa a , il terzo lato Cy e Tan- 
golo C. 

Dalle formule (xxiu), (xxvii), (xxx) (lu^ i85 ) avremo 



sen 6 



8ena=^ -.; logsena="logsen&-Hio — logsenB; 

senB 



tang 6^ 



sene =3 — L-; logsene =ailogtang6-h io — log tangB; 



cosB 



senC=a —; logsenCes'logcosB-H io— logcosò. 

cosò 

In questo caso la doppia soluzione non può evitarsi che 
per le particolari circostanze del problema; infatti stando 
alle espressioni delle formule si vede che gli elementi inco- 
gniti essendo determinati dai sèni banno valori doppj , e ri- 
correndo alla geometria apparisce chiaro che i due trian- 
goli ABC, AB'C (fig. &%) costituenti U fuso BAB'G, ed 
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a' quali conyengono i due elementi dati A C s=» 6 ed A B Gas 
AB'C=*By risolYono ugualmente il quesito. 

I yalori doppj debbonsi prendere in modo cheC, e, Sie- 
ne della medesima specie; cbè allora nota la specie di e, e & 
si determina quella di a agevolmente (n.® i88). 

QUA&TO CASO 

193. Essendo data l'ipotenusa a, ed un lato ò, trovare 
il terzo lato <;, e i due angoli B, C. 

Dalle formule (xzxi) , (xxm) , (xzt) ( n. ^ i85 ) avremo 



cosa 



cose :=: . ; log cos e =- log cos a -4- io — - log cos b 



sen& 



senBss ; logsenB=slogsen6 + xo — log sena 

tango 



cosC = ^^ ; log cosC«logtang64- ro— log tanga. 

Non esiste incertezza sul valore di B perchè esso è della 
medesima specie del lato dato b . 
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194. Essendo dati i due lati b, e dell' angolo retto, tro- 
vare r ipotenusa a, e gli angoli B, C. 

Dalle formule (xxii), (xxvii), (xxviii) (n.* i85) avremo 

cos a = cos b cos e ; log cos a s= log cos b -4- log cos e — io; 

tango 

tM>gB= -^^l logtangB=log tango 4-10— log sene; 



tangc 



tongC = ^^^ ; logtangC=»logtangc+ io — logsen^» 
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195. Essendo dati i due angoli obliqui B e C, troyarc 
i tre lati a, b, e. 

Dalie formule (xxix), (xxx), (xxxi) (n.® i85 ) avremo 

cos a = col B cot C ; log cosa s=^ logcotB-f-IogcotC — io; 



cnsB 



cose ==- •- — jT ; logcos^ssIogcosB-Hio — iogsenC; 

cosC - 

«osc^ g ; logcos^s»logcos€-i-ia — logsenB. 



CAPITOLO VI. 

Osservazioni sopra i vari casi della risoluzione 
de' triangoli sferici rettangoli, 

196. Se il triangolo sferico fosse birettangolo , avesse cioè 
due angoli retti A, e B, ciascuno dei lati a, e 6, sarebbe 
uguale ad un quadrante ; in conseguenza C avrebbe per mi- 
sura il lato opposto e , ed il triangolo resterebbe determi- 
nato qualora fosse dato C , o e . 

197. Se poi il triangolo sferico avesse tre angoli retti, 0- 
gni lato sarebbe uguale ad un quadrante; il triangolo tri- 
rettangolo è dunque unico nella sua specie , e resta deter- 
minato dal raggio della sfera su cui si suppone descritto. 

198. La risoluzione d' un triangolo sferico rettilatero 
cioè avente un lato uguale al quadrante , si riduce a quella 
d'un triangolo sferico rettangolo: infatti conoscendo due 
elementi del triangolo rettilatero agevolmente si dedurran- 
no i due elementi corrispondenti del suo triangolo polare , 
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il quale riuscirà rettangolo ed in conseguenza suscettibile 
di essere risoluto cVprincipj esposti; ora è chiaro che de- 
terminati i valori de' tre elementi ignoti di questo triangolo 
si potranno immediatamente ottenere i tre elementi ignoti 
del triangolo primitivo. 

CAPITOLO VII. 

Risoluzione generale dei triangoli sferici obliquangoli. 

199. Tra i casi della risoluzione d' un triangolo sferico 
qualunque novereremo ancor quello in cui sono dati i suoi 
tre angoli, e si propone di determinarne i lati; e novere- 
remo di più quello in cui i dati sono due angoli ed il lato 
comune; avremo dunque due casi da considerare 9 oltre i 
quattro comuni ai triangoli rettilinei • 

PRIMO CASO 

a 00. Essendo dati i tre lati <2, hy Cy trovare gli angoli. 
Dalla formula (i) (n.^ X79) avremo 

cos a — cos h cos e 

cos A =5 r' . 

sen o sen e 

Ora affine di rendere questa formula atta al calcolo logarit- 
mico si osservi che (n.** 83, xxxv, xxxvi) 

I -+- cos A = 2 cos» — A., ed I — cos A = 2 sen» — A 

donde segue che 

1 cosa — cos (6-1- e) 

a cos« — A = T , 

a sen sen e • ' 

I cos (6 — e) — cosa 

2 sen» — A s= jr ' i 

a sen o sen e ' 
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anrero (n.® io8, rx) 

1 sen* — A = ■ 7 

a sen 6 sen e 

a COS» — À asB , 

a sen 6 sen tf 
e facendo 

•i ha 

, sen(/i — &)gen(;y— e) 

•en» — A 5= T — - (A) 

9 senosenc ^ ' 



COS»— Ae= ^' ■ , 

a ^sen 6 sen e 



(B) 



I senT;? — b)sen(p — e) 
tang a — A = ; — ^^--r— (C) 

Quindi applicando i logaritmi 

alogsen — Ae:^]og8en(/7 — 6)+logsen(/' — e) 



-4- IO — log sen ^ + io — log sen e 
alogcos---A=Iogsen/»+logsen(/7 — a) 



-4- IO — log sen &+ IO — log sen e 
a log tang — A=logsen(/?— 5) +logsen(/7 — e) 



+ IO — log sen/? + iologsen(/» — a). 

È facile poi dedurre dalle tre formule (A), (B), (C) i tre si« 
stemi seguenti 

a y sellasene ^ ' 
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a K sena seno V'^ / 

I , /«cn/7scn(o — a) 

cos— A==|/ ^- — =-^<- f /Bt 

a K senòscnc V**/ 

1 - ysenpsen(p — b) 

cos— B = |x ^ ^"^ ^ fW\ 

a K sena sene V** / 

1 « y/sen/? sen f /? — e) 

cos — C=alX i^ li—- i /|lfr\ 

^ ' ^_| yscii(/.-Msen(/.-c) 

*^ a K scn/?sen(/? — a) v^' 

I I y/scn(p—- a)(sen(/> — e) 

^g"7 *^|/^ sen/isen(/y— é) (^'^ 

« ^ i ysen(p'^a)sm(p — ò) 



•BCONDO GASO 

aox. Essendo dati i tre angoli A, B, C troTore i tre lati. 
Dalla formula (xix) (n.® i84) avremo 

cos A-4- cos B cos C 

senBsenC 
e qnindi 

t cosA — cosfB-4-CÌ 

2 sena — a = ^ ^ ^ ■■ — .'• 

a senBsenC ' 

t cosA+cos(B — C) 
1 cosa — a s= — — ^ 

a senBsenC 

cYvero 

• aS 
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— acos-i.(A-|-B-4-C)cos^(B+C— A) 
* senBsenC 

aco»-^(B-HA — C)cos-(A-+-C — B) 



X 

asen* —a 



X 

a cos« — a = 



a scn B sen C 

e facendo 

A4-B + CssaP» 
ayremp 

, — co sPco8(P — A) 
sen» -a SSTbÌ^^C P^^ 

cosfP — B)cos(P- C) 



(F) 



, — cosPcos(P — -A) 

^S" T^== cos(P — B^cosTp^^C) • 
le formule logaritmiclie si deducono agevolmente da queste 
come nel precedente caso . 

Si hanno poi, com'è manifesto, i tre sistemi seguenti. 

I /—cosPcosjP— A) 
T^==K senBsenC" ^^^ 

a K sen A sen e ^ ' 

' ^ I X -cosPcos(P-C) 
T K senAsenB ^ ^ 

X ycos( P~BV0s(P — C) 

T^~[/ scnBsenC ^^ 

«i; , ycos(P — A)cos(P — C) 
cos-ft«^ ^A^C ^^> 

X _ , XcosfP — A)cos(P — B) 
%^~y senAsenB ^ ' 



sen 



sen 



sen 



eos 



€OS 



DI ¥AIGOirOMETRIA SFERICA 21^ 

I - / — cosPcos(P — A) 

t. . / — cosPcosfP — B) 
*"gT*"i/ cos(P-A)cosCP-C) (^ 

I . y — cosPcos(P— CI 

Sebbene nella espressione del seno e della tangente, la 
quantità posta sotto il segno radicale sia negativa, nondi- 
meno allorquando avremo sostituiti alle lettere ì numeri, 
essa risulterà sempre positiva. Infatti essendo in generale 
sen( j: — go9 ) =» senxcos90^ — sen90^cosa;ssar — cosx, 
sarà pure 

— cos — (A+ B4-C) = — cosP = sen(P— 90®) 

e poiché P è sempre compreso tra 90® e 270^, l'angolo 
P — 90^ sarà sempre maggiore di zero e minore di 180^; 
t perciò sen (P ^90^), ovvero -^cos P sarà sempre una 
quantità positiva . Osservando poi che nel triangolo polare 
il lato a' è minore della somma degli altri due 6', e*, dedur- 
remo la condizione 



ovvero 



cioè 



180**— A< 36o'— B— C 

|(B4.C-A)<9o*» 



P-.A<9oO; 

a cui debbono soddisfare gli angoli A, B, C ; dalla qnai con* 
dizione risulta essere sen ( P ^- A ) una quantità sempre po- 
sitiva; dunque i radicali delle precitate formule, apparen- 
temente immaginar), risulteranno sempre reali. 
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TEISO CASO 



20%, Essendo dati dii« lati a^ b^ e V angolo che compren- 
dono C, trovare il terzo lato c^ e gli altri dne angoli A, B . 

n valore del terzo lato e si trova indipendentemente dal 
valore degli angoli A, B per mezzo dell' equazione 

cos e s= cos a cos 6 -f- sen a sen & cos C y 

clie si tratta di rendere atta al calcolo logaritmico • A tal 
oggetto dividendo per cos Ò avremo 



e ponendo 



avremo 



e quindi 



cos e . « .Mi 

ss^eosa+s^atang^cosC; 

cos 6 



tang&cosCc=€ang^ (G) 

cose cos(a-~^) 
cos b cos (p 

cos e « co^^cosfn— ^) ^g^ 



cos^ 
Or dalla formula (G) si ha 

log tang (p ^= log tang b + log cos C — io 

e quindi il valore di (p ; per mezzo del quale facilmente si 
determina e ricorrendo alla (H) , dalla quale si ricava 

log cos e ss log còs 6 + log cos {a — <p) — log cos f}; 

questa trasformazione della formula che somministra diret» 
tamente il valore di e nelle due (G), (H), equivale alla divi- 
sione del triangolo in due triangoli rettangoli ADC, ABD, 
( fig. 63 ) i quali si otUngono per mezzo d* una perpendi- 
colare condotta dal vertice A sul latQ a; infatti chiaman* 
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do f) il segmento C D di a adiacente ali* angolo C » si vede 

«he le equazioni 

tang CD ea tang ^ cosC, 

cosc = cosADcos(a — CD)= L— — ^ 

^ ' cosCD 

le qnali si deducono da* triangoli rettangoli AD C, AB D| 
sono identiche alle formule (G) , (H) . 

Ora per troyare 1* angolo A richiameremo la seguente «• 
qnazione (tu) del terzo sistema 

.A eotasen&-*^eos5cosC 
cotA= y 

senC 

la quale si rende atta al calcolo logaritmico ponendo 

cotas^cotycosC 
ovvero 

tang 7 SS9 tang a cos C , (I) 

infatti risulta per la sostituzione di questo valore di cosa 

cot A = cotCsen(^— y) 

seny 
ovvero 

tangA«!!!!i£!!!12, (K) 

^ sen(6—7) ^ ' 

Dedurremo in conseguenza y dall' equazione 

log tang 7 ^=' log tang a + log C03 C — io 

ed avremo poscia A d^Ua seguente 

log tang A = log tang C + log sen 7 — log scn ( h — 7 ) . 

È facile pertanto vedere che questa decomposizione della 
formula (vu) che somministra direttamente A» nelle due (I), 
(K.) equivale all'effettiva decomposizione del triangolo in due 
triangoli rettangoli 9 che si ottengono abb9MVifl9 la per- 
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paidìcolare B D^ da B sopra b : infatti indicando eon 7 il 

segmento CD' di 6 adiacente aM' angolo C^ Yedremo che le 

equazioni 

tang CD'iBs, tanga cos C » 

*.^^ A ^ ^ang B P' tang C sen CD^ 

^ 8en(*-rcF)~ senio— CD') ' 

dedotte da' triangoli stessi, sono identiche alle formule 

(I). (K-). 
Finalmente per ottenere l'angolo B faremo un calcolo 

analogo al precedente, sopra l' equazione (ix) 

^ n cot b sen a — cos a cos C 

cot B csa 

senC 

desunta essa pure dal terzo sistema . £ perciò fatto 

tang 7' s= tang 5 cos C (L) 

risulterà 

taiigB=^£;f^ (M) 

sen (a — 7') 

log tang 7' s'iog tang b + log cos C ^- io 

log tang B SB log tang C-i- log sen y — log sen [a — 7') 

QUARTO GASO 

aoB. Essendo dati due angoli S,C, ed il lato comune «1 
trovare il terzo angolo A, e gli altri due lati b, e. 
Rispetto all' angolo A porremo (xix) 

cos A sa sen B sen C cos a -— cos B COS C ; 

equazione presa dal quarto sistema che si tratta di rende- 
re atta al calcolo dei logaritmi . A tal oggetto dividendo 
per cosC, avremo 
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COsA 

;Ta»tan£: CsenBcosa — cosB, 

cos C ^^ ' 

e facendo 

tang C cos a c= cot y 



oTvcro 

sarà 



COS€l = COt0COtCy (N) 

cosC senTB — a^ 

eos A = — — ; (0) 

seno ' ^ ' 

4>nd' è che ayremo o dall' equazione 

log cot o =- log tang C 4- log cos a -^ io 

e dipoi A dalla seguente 

log cos A ss log cos C 4- log sen(B — 0)— log seno 

Abbassando dal vertice B (fig. 64) la perpendicolare BD 
sul lato opposto vedremo che la trasformazione della for- 
mula (xix) che somministra direttamente A, nelle due (PQ, (O)» 
si riduce alla divisione del triangolo ne' due triangoli rettan- 
goli ABDy CBD: infatti indicando con o l'angolo CBD 
si vedrà che le equazioni 

COSaasaCOtCBDcOtCy 

▲ HT^ /» #>iiT\\ cosCsenfB — CBD) 
cosA = cosBD8en(B— CBD) c=t ^, — -^ i 

^ ' senCBD 

sono identiche alle (N), (O). 

Per trovare il lato e porremo poi (xviii) 

cot C sen B + cos B cos a 

cot e =» 

saia 

equazione del terzo sistema, che potrà rendersi idonea al 
calcolo logaritmico facendo , come nella precedente 

oot C = cos a tang 
ovvero 
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infatti risulta 


eo8 a an cot cot C ; 




^ cotaco8(B — 9) 
cot C = ^ ' 

COSA 


oTvero 






tanca cosa 



cos(B— 0) ^) 

Cosi ottenuto 9, come Sópra ^ ayremo e dalla seguente 

logtangcs»logtanga-f-logcoso — logcos(B— -0) 

£ qui pure si può osservare che la formula (P) ci viea 
Somministrata dal triangolo ADB^ dal quale si ha 

_ taftgPB taagacQsCBD 

^^^ ~ cos(B^CBD} *" ^B^CBD) ' 

Finalmente partendo dalla formula 

cot B sen C -4- cds C eos a 



cot 5 = 
« facendo 



sena ' 



cdtBcacosatango' (Q} 

si giunge, per un calcolo analogio al prcoodenfe, a 

tan^t^coso' 

queste formule si possono dedurre come le precedenti (N) 
e (P) da' triangoli rettangoli A CD', BCD', rappresentando 
eon J l'angolo BCD\ fratUnto abbiamo 

log cot o' = log tangB-h log cosa — io 
log tang h = log tang a + log cos »' — log cos ( C — «') 



DI TRTCONOMETRIA. SFERICA aiS 

QUINTO CASO 

ao4. Essendo dati dne lati by e, e Y angolo C opposto ad 
uno di essi, trovare H terzo lato a, e gli altri due angoli A, B. 

Le formale (G), (H) di cui ci siamo valsi nella risolu* 
zione del terzo caso, possono adoprarsi anche nel caso pre- 
sente per determinare il lato a; infatti dalla (H) si ha 

cos e cos S 
co.(a-^). ^^^ (S) 

^ ^ si deduce dalla (G) : abbiamo dunque per la determina- 
zione di a^ le due formule seguenti 

log tang^ «^ log tango 4- log cos C — 10 

log cos (a — ^ ) s. log cos e 4- log cos <p — log cos ò 

trovato il valore di a — ^ vi si aggiunge ^, e si ha <2 . 

Per determinare l'angolo A ci varremo delle formule (PQ 
e (P) dove cambiando B, 6 in A, a si ha 

cos ò = cot o cot C , 



e quindi 



e però 



tang b cos 

coto=^tangCcos6y ' (T) 

. ^ V tangftcos» 
cos(A-«) j^^^^j (U) 



logcotos==logtangG-f-logcos6 — io 
logcos(A — o) ^ii' log tang ò + log cos a — logtangc 

determinando per mezzo della prima o » si ottiene dipoi A 
mediante la seconda. 

Finalmente onde ottenere B ricorreremo alla formula 
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scn b scn C 
»cnB = (V) 

tratta dal secondo sistema, la quale dà 

log scn B = log sen C -+- log scn b — log scn e . 

SESTO CASO 

ao.^. Essendo dati dne angoli A, C ed un lato a opposto 
ad uno di essi, troTare il terzo angolo B, e gli altri due Ia-> 
ti ^, e. 

La formula (O) serre a determinare V angolo B ; poiché 

da essa si ha 

cos A s^n • ^^^ 

sen (B — o) = p; — (X) 

^ ' cosu 

o essendo dato dalla (7^; dunque abbiamo 

log cot o ^= log tang C -h log cosa — ^ io 

log sen ( B — » ) = log cos A -+- log sen 9 — log cos C » 

La formula (K) servirà poi a determinare il lato 6 , e avremo 

tan g C sen y 
sen (^-7)=—-;;^^ (y) 

y essendo dato dalla (I) ;> cosi abbiamo 

log tang 7 ■=^ log tang a -4- log cos C — io 
log sen (6 — 7) =^ log tang C-h log sen 7 — logtangA 
Finalmente per ottenere il valore del lato e porremo 

sen a sen C . 

sen e =a 7 — (29 

sen A ^ ' 

equazione del secondo sistema, la quale dà 

log sen e =s log sen a ^ log sen C — ^ log sen A 
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CAPITOLO vin. 

Osservazioni sopra i varj casi della risoluzione dei 

triangoli obliquangoli* 

ao6« Da quanto precede risulta che risolvendo le formu- 
le in fattori per Tuso dei logaritmi si effettua realmente la 
divisione del triangolo sferico in due triangoli sferici ret- 
tangoli; cosicché facendo direttamente uso delle formule 
spettanti a' triangoli rettangoli potremmo fare a meno del 
terzo teorema ( n.^ 182 ) 9 e delle formule che ne dipen- 
dono. 

207. È poi facile vedere che gli annoverati sei casi, per 
le proprietà del triangolo polare si riducono a tre ; poiché 
conoscendo tin lato del triangolo primitivo , si conosce un 
angolo del suo polare, e viceversa; ed essendo dati i tre 
angoli del primo, sono parimente dati i tre lati del secon- 
do. Dunque nell'ipotesi che gli elementi «, è, e. A, B, C 
sieno cambiati in 180®— A, 180** — B, 180° — C, 180 — a, 
,80^ — 6, 180° — e, potremo valerci delle formule del 
primo, terxo e quinto caso per risolvere il secondo, quar- 
to e sesto. 

ao8. Or non bisogna trascurare di far conoscere le for- 
mule per mezzo delle quali si ottengono ad un tempo due 
lati, allorquando si conoscono i due angoli opposti ed il 
lato comune, e due angoli quando si conoscono i due lati 
opposti e r angolo fra essi compreso . Queste formule si 
conoscono sotto il nome di Analogie di Nepero, e si pos- 
sono facilmente determinare sostituendo nella nota formula 
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tane — A-4-taiig — B 
te«gi.(A±B) *' - ^^ 

• I . 1 



I ^ tang — A tang— B 



i valori di tang — A^ e tang -i-B dati dalle formule (C) (C)- 

Eccone il calcolo : 

j^. , y sm(p-^ò )È en(p — e) 

^ 9 "~"k •cn/>»en(/> — a) ^ 

tanff -i B = I y^22l£Zlf Ji2l£llfi 
• a K senpseal^p — b) ^ 

taBg-LAt«.gi.B«!2l£Z:£). 

* * aenp ' 

cambiando in questa equazione ò, B in e, C, sarà 

tang -L A tangi. C= !^ÌPJ=±) . 

* « aenp * 

e se or si cambino A , a in B , b, sarà pure 

« »* ^ * n sen(i7 — a) 

dunque 

i4-tang^AtaBg^B«=f!2£±!2ll£z:£> 
* * senp 

asen — (a + ò)cos — e 



sen/7 



»- tang -La tang — B = !21£Z:f!?Ì£lIf) 
* * senp 

a cos — (a -4- 6) sen — e 
sen/» 
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f f,»C -L A -,- *">c -L B ) ..^e i- ^ (p-b)^sen (p-a) 

* * a senp 

j j ascn — ccot — (a— ò) 

tang— A+tang— B = — i ! cot — C 

* * aenp * 

• * * senp 

acos — cscn — fa— è) 
tang — A — tang — B =» " cot — C; 

e finalmente 

tang — (A + B)=a \ cot — C (AA) 

• cos — («4-6) * 

scn — (a — 6) 

tang ^ (A— B) — \ cot — C (BB) 

sen — (a + b) 

le q[uali si possono risolvere nelle due seguenti proporzioni 

cos -l(a4-ft) : cos — (a — 6) =a cot — C : tang— (A-f-B) 

sen — (a 4- 6) : sen — (« — 6) = cot — C : tang— (A— B). 
Sostituendo poi ndl' equazione 

tang — «;^ tang — 6 



tang 4" («±*) 



a — "a 



I 1 - 

I H- tang — a tang — b 

i valori di tang — a , tang — b dati dalle formule (F) , (¥') 
(n.® 30x} I avremo pure 
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C05 J-{A — B) 

tang-l- («+*)-« 7 tang-f e (CC) 

cos— (A-hB) 

sen— fA — B) 
I ^ I 

tang — (a — 6)=——— tang — e (DD) 

* 5cn— (A + B) * 

ovvero le proporzioni 

cos — (A-f-B) ; cos — (A — B)=.taiig— e: tang — {a-^-b] 

sen — (A 4- B} : sen — (A — B) = tang — e : tang— (a — b) 

Ma è facile vedere che le (CC) , (DD) potrebbero parimen- 
te dedursi dalle ( AA) , (BB) per le proprietà del triangolo 
polare cambiando cioè ^i , 6, A , B, C in i8o ** — A, iSo** — B, 
iSo** — a, i8o®— ^,i8o**— e. 

Colle due (AA), (BB) troveremo la semisomma e la se- 
midifferenza degli angoli A, B, e quindi gli angoli stessi 
quando saranno dati i lati opposti a^ b e l'angolo com- 
preso C. E colle altre (CC), (DD) troveremo la semisom- 
ma e la semidìfTerenza de* lati a, 6, e quindi i lati stessi 0¥e 
sieno dati i due angoli opposti A , B ed il lato comune e. 

Or prendendo tutte le variazioni di cui queste formule 
sono suscettibili, avremo il seguente sistema. 

cos — fa — b) 

tang — (A+B) = -— j cot — C 

* cos — (a-i-6) * 

sen — (a — b) 

tang— (A— B}= j cot-^C 

sen — {a-i-b) 
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cos — (a— e) 

tang — (A-f.C) = r col — B 

cos — («-4-c) 



sen — (a — e) 

tang-f-(A-.C)=- ^ tang^B 

sen — (a-^c) 



I 

SI 



tang — (B-f-C) 



cos ^(b~c) 



1 



Z cot — A 



COS -- (b^c) 



a 



% 



sen — (b — C-) 

teng^(B — C)« \ tang-^A 

sen — (64-c) 



a 



cos —(A — B) 

tang'^{a+b)=^ ^ tang-i-*? 

cos — (A-f-B) ' 

sen — (A — B) 

tang-^{a — b)^ 7 tang^-c 

^ sen ^ (A4-B) * 



cos — (A~C) 



t , . a * ' 1 

tang — (a -f, e ) = » tang — b 

* cos — (A+C) ^ 

sen — (A— C) 
I * r 

tang — (a — c)--^ tang — b 

* sen — (A-4-C) ^ 



cos — (B— C) 
tang — (fc -4- e) = tang — a 



a 

COS 
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tang — (^-+-c) = ;; Ung-^-a 

» »cn ^ (B4-C) • 

Da queste si deducono le dodici seguenti per mezzo delle 
quali si troya il terzo angolo , e il terzo lato d'un triango- 
lo f quando si conoscono due lati e i due angoli opposti . 

cos — (a+^) 

cot — C«» ; tang — (A-4-B) 

* cos -i- (a—*) * 

sen ~ (a4-^) 

eot — C= ;: tang — (A — B) 

sen — (a — b) 

cos — (a-4-c) 
tot — B = j tang — (A4-C) 



cos — (a — e) 



sen — - (a-H?) 

eot-l.B \ -tang^(A-C) 

sen — (a — e) 

cos — (6-Hc) 

cot — A= ' tangJ.(B-hC) 

cos — (ù — e) 

sen — (ft-hc) 

cot-i.A«= ] tang-l(B — C) 

sen — (b — e) 

cos -^(A-4-B) 

tang -^c = tang — (a-hò) 

* cos — (A—B) * 
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8C11-|-(A+B) 

tang — csss tang — (a — b) 



sen — (A.— B) 



cos — (A-f-C) 



tang -^6 



cos 



- (A-C) 



sen — 



tang — b 



sen 



cos 



tang - — a 



cos 



tang -4- (a -t- e) 



(A+C) 

-tang -(«—e) 

(A-C) 

(B-f-C) 

tang — (b-i^e) 

(B-C) 



sen JL(B-I-C) 



tang — « =a ' ' ' 

* sen— (B— C) 



tang — (b — e) 



209. Se il triangolo da risoWersi fosse isoscele (fig.65)y 
aiYesse cioè due lati Oj e uguali, gli angoli A, C sarebbero 
parimente uguali, e le formule corrispondenti ai quattro 
fondamentali teoremi anderebbero soggette a delle riraarcbe- 
Toli modificazioni. Meglio è per altro dedurre le formule re- 
lative al triangolo sferico isoscele dai due triangoli rettan- 
goli ne' quali esso si decompone abbassando dal vertice un 
arco perpendicolare su la base. Sia il triangolo isoscele 
ABC; B D sia perpendicolare ad A C ; poiché 

AD«:.DC= —by ABD»DBCe:== — B 



ayremo 



a sen — b s=r sen — B sen a 
a a 



3o 



(J) 
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tjmg — 6 s=^ tsmga cos A 
CO^€l ss^ cot •^- B cot A 
COS — B = cos — b scn A. 

Or la risoluzione d* un triangolo isoscele consiste n^ de^ 
terminare due delle quattro quantità A, B, a^ b essendo 
date le altre due: sei casi si possono presentare; per ri- 
solvere i quali conyerrà che sieno note tante equazioni 
quante sono le differenti combinazioni che si possono for- 
mare co' quattro elementi A, B, a^b presi tre a tre; que* 
ste combinazioni son quattro , dunque le equazioni prece- 
denti bastano a risolvere qualunque caso che si può pre- 
sentare. 

aio. Di sei casi che noi abbiamo contemplati trattando 
della risoluzione generale de' triangoli sferici , non ▼' ha 
che il quinto ed il sesto che lascino incerta la soluzione ri- 
spetto alla natura degli elementi : or per distinguere le cir- 
costanze in cui tale incertezza può esser tolta, faremo le 
riflessioni sep^enti. 

i.^Sia C<9o^, *<9oo. 

Supponendo che il triangolo corrispondente a questa ipo- 
tesi sia ABC (fig. 66), abbasseremo da A un arco di circolo 
massimo perpendicolare sul lato opposto, e preso DB'e=DB, 
condurremo AB', e sarà AB's=AB = c; ora è chiaro che 
gli elementi <?, 5, C convengono ai due triangoli ABC, 
AB'C; in questo caso c^by poiché e e b sono due archi 
obliqui il secondo dei quali più si discosta del primo dal* 
Tarco perpendicolare. 

Ma se a triangolo fosse AB"C, e fosse DB^^DC, allora 
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preso D B"'= D B", e condotto A B'", vedremo che i tre ele- 
menti suddetti Cy bj C non possono convenire che al tri- 
angolo A B" C ; in questo A B'" = e ^ 6 . Dunque ai dati 
C^90®,ò^90®,<?^5 corrisponde una soluzione, 
ed ai dati 
C ^ 90®, 6 ^ 90*, e ^ 3 corrispondono due soluzioni. 
a.<>SiaC<9o^ ^>9o°. 

Essendo A' B" C il triangolo corrispondente , si abbassi 
la perpendicolare A'D', si prenda D'B'i^ = D'B" e si tiri 
A'B'*^; gli elementi e, 6, C converranno com'è chiaro ai 
due triangoli A'B"C, A^B'^'C; or prolungando i due lati 
C A', CB'*' sino al loro incontro in C, sarà CA'-hA'C'= 180^ 
ed A' B'»' ^ c< A'C e * 4- c< i8o«. 

Se poi il triangolo fosse A'B'C e D'B'>D'C', preso 
D'B'^== D'B', e condotto A' B*^, si vedrebbe che i medesimi 
elementi c^ by C convengono al solo triangolo A'B'C; in 
questo caso A'B»'==. A'B'==c > A'C e é + e > iSo^.Dun- 
que ai dati 

C^90®, ^^90*, ^ + c^ 180® corrisponde una soluzione , 
ed ai dati 

^^90**, ^^90*,6-4-c^ 180* corrispondono due soluzioni. 
Riflessioni analoghe alle precedenti sì fard)bero ove C fos^ 
se maggiore di 90^ e si concluderebbe 
3." Che si ha una sola soluzione quando 

C>90*' *<9o® *-hc<i8o<* 
se ne hanno due quando 

C>9o<> *<90^ J-4-c>i8o« 
4.^ Che si ha pure una soluzione quando 

t due quando 
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C<90* *«90* 

C>9o« b^go^ 

Rianendo qnesti risultati si può concladere che t^i de- 
menti dati Cf bf C corrisponderà vn solo triangolo , qiiaiL- 
do sarà 



C = 9o« 








C<9o« 


*<9o'' 


C>* 




C<9o» 


*>90« 


ft-+-«>i««'' 




C>9o«» 


»<90«» 


*-f.c<i8o» 


< 


C>9o<> 


*>9o" 


c<* 




e YÌ corrisponderanno due triangoli q[aando sarà 




C<90» 


*<9o" 


c<6 




C<90« 


*>9o*' 


&-»-c<i«o» 


! 


C > 90» 


ft<9o" 


fc + c>i8o» 




C>90» 


6>90» 


c>* 




C<9o» 


é==9o« 






C>90« 


ft=-90* 







Ora applicando questi criterj al sesto caso mediante il tri- 
angolo polare potremo parimente condndere cbe af^i de- 
menti dati Cy By e, corrisponderà un solo triangolo qnan- 

do sarà 

e = 90* 

c>90** B<9o* B-f-C<i8o* 
c<9o» a>9o® B-|-C>i8o* 
c<9o^ B<9o« C>B 
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e finalmente ne corrisponderanno due quando sarà 

c>9oO B>90« C>B 



c>9o* 


B<90« 


B-hC>i8o* 


c<9o** 


B>90^ 


B^-C<i8o*» 


c<9o« 


B<9oO 


C<B 


c<9o 


B = 90^ 





c>9o^ B==9o^ 



PARTE QUARTA 

APPLICAZIONE DELLA TRIGONOMETRIA SFERICA 
ALLA GEOMETRIA SFERICA ED AI POLIEDRI 



/ 



PROBLEMA I. 

aii. Usili i lati d'un triàngolo sferico determinare il 
taggio del circolo circoscritto. 

Il circolo circoscritto al triangolo sferico non è che il 
circolo circoscritto al triangolo rettilineo formato dalle cor- 
de de' suoi lati ; e poiché le corde medesime sono rappre- 
sentate da 

I 1 X 

2 sen — a» a sen — o» 2 sen — e , 
a a a 

essendo a, bj e ì lati del triangolo sferico , segue che sosti- 
tuendo neUa fprmula (ix) n.^ i4i in luogo di a, b, e que«- 
ste corde, avremo il valore del raggio r' del circolo circo- 
scritto al triangolo sferico espresso per una funzione dei 
suoi lati . Primieramente sarà - 

81 X - 1 

sen — a sen — '•- b sen — e 

r'= ! _2 ^; (,) 

per trovar d è chiaro che dovremo sostituire nell' espres- 
sione 

3a(sen— asen-^6)> a aa^b^i 
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3a(Ma — asea — e)* aià*c«; 
3a(seii^6sen— c^s a a6>cs ; 

i6seii4 — a ad a^\ 

i6sen4 — & a 6^ 

9 

ifisen^ -^c a e*. 

9 

Laonde avendo presente la formula (n.^83y xxxy) ageToU 
mente troveremo 
</fl Ks4(i — cos'a — cos'^ — cos* e -4- a cosa cosò cose) 

4.8(1— ^ cosa )(i — cDaò)(i — cose) 
ovvero 

<fft =e4 (i .^cossa— icos* b — cos> c + acosacos&cosc) 

H- 64 r sen — a sen — b sen — c)« 
^9 9 9 ' 

«ponendo 

/==■ f^( 1 — cos ■ a— -cos • ft— C08 • e + a cos a cos b cos e) (u) 

avremo 

£/=»)/[4/^.64(sen -^asen-^òaen -^c)*] (m) 

£ da osservarsi (n,^ 180) che 

senA / , . 

sen a sen a sen o sen e . ^ 

donde 

/*= sen A sen b sen e (▼) 

Or per sostituire a sen A una funzione dei soli lati atta ai 
calcolo logaritmico si osservi che (n.^ '79i <) 
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fcos^cosc— -cosaìt 

seni A = I — cos» A = i — ^^ ; r ? — i- 

(sené sene) a 

(senbsenc)* — (cos^ cose — cosa )• 

scn* A es«= '. T \^ 

(seno sene )^ 



ovvero 



[ cos ( b — e) — cos a ] [ cos a — cos (6 -h e) ] 

(seno sene) A 

avremo 

cos(ò — e) — cosas=asen — (a + ft — c)sen — (a — ^+c) 

cosa — cos(&-f-c)8=aasen — (a-|«^-f-c)sen — (ft-f-c — a) 

e finalmente» posto a*4-& + c»2/» 

a^Fscn/^senf/? — a)seti{p — Ò)sen(p — e)] 

sen A ss 7 — -^_« /yij 

sen b sen e ^ ' 

si vede adunque che 

/= 2y[senp sen(/7— -a)sen (/? — b) sen (/? — e) ] fvn) 

PROBLEMA IL 

aii. Dati i lati d'nn triangolo sferico determinare la su- 
perficie del triangolo rettilineo formato ^alle corde dei me- 
desimi lati . 

Ricorrendo alla formola (zi) n.^ 14I9 si ha immedia- 
tamente la soluzione del quesito. 

Chiamando t la superficie richiesta » sarà 

a sen— ' a sen — b sen — e 
a a • a 

*«= p (vm) 

ovvero (i) 

3i 
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4 
e posto il valore di d espresso pei lati (iii) 

rs= — ^[/4.i6(8eii— «sen— isen— c)«] (a) 

PROBLEMA m. 

21 3. Determinare la superficie del triangolo sferico es- 
sendo noti i suoi tre angoli . 

Sia A B C ( fig. 67 ) il triangolo proposto ; prolunghiamo 
i suoi lati finché incontrino il circolo massimo £ G I D de- 
scritto in modo che comprenda il triangolo dato • 

I due triangoli DA-E» HAG presi insieme equivalgoDO 
al fuso il cui angolo è A . Ora il fuso sta alla superficie 
della sfera come 1* angolo A del fuso sta a (piattro angoli 
retti ; però indicando con F il fuso medesimo , e con K la 
superficie della sfera , sarà 

dove q rappresenta l'angolo retto , o il quadrante. Dunqae 
avirefflo 

DAE4-HAGs= — . K 
GBF4*IBD^-^. K 

HCI^FCE»^— . K 

4y 

sommando, e riducendo risulterà 

A.BC« i (A + B + C — »f), 
ovvero 
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ABC:K = A-f-B-hC^a<7:8^ 

donde segue il teorema , che Bonaventura Cavalieri dimo- 
strò il primo, cioè che Varea del triangolo sferico *stà alla 
superficie intera della sfera come T eccesso destre angoli del 
triangolo sopra due retti , sta a otto angoli retti • 

Ora esprim^tdo ooii E V eccesso ddla losluna de' tre an- 
goli A y B , C sopra due retti , ed osservando che, prèsi! per 
unità di misura delle superficie sferiche il triangolo trirettan- 
golo , e per unità degli angoli l'angolo retto , K =s= 8, 8^ ^ss^ 8| 

avremo 

ABC:8«^E:8 

ed 

A1€»E 

equazione di convenzione, la quale esprime che tante unità 
angolari sono in E, quante unità superficiali sono in ABC; 
dunque £ esprimerà pure l' arca del triangolo e l' equasione 

E«=A + B-|-C— i8o« (x) 

risolverà il problema proposto. 

PROBLEMA IV. 

« 

a 14. Determinare V areei^del triangolo sferiiM>, 
dati due lati e l' angolo compreso . 
Dalla suddetta formula (x) si ridava 

— cot-^E«=tang[^A4-^(B4-C)] 
ed in conseguenza 



— cot-^E 



tang i A 4- tang -i- (B -f- C) 
X _tang-^Atang^(B^-C) 
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ma secondo le analogie di Nepero 

O08 — (* C) 

tang-l(B4-C)= 7-—^ «^^T^ 

cos — [à-^c) 

dunque 

tang-iAcos— (6-H^)-4'OOt— Acos^(^ — e) 
— cot — E — ' ' 1 ; 

* co»— (ft-hc) — cos — {6 — e) 

moltiplicando il numeratore e denominatore per tang — A, e 
facendo le opportune opcrasioni avremo 

f I -4-tan a -^A)cos — ^co» — c-4-( » — tan*— A)sen— 6 sen- 

cot — E = 7 1 1 

* a sen — ^sen^ctang — A 

a a "a 

Or dalla fòrmula (xltui) n.®io6y agerolmente si deduce 
questa equazione 

I — tang^ — A = ( I H- tanga — A) cos A . 

Oltredichè essendo (xxyii) n.° 80 , 

» sen — Acos -^ A = sen A 
a a 

otterremo^ col soccorso ancora ddle formule (yu) (tui) n.^65, 



z 



a tang — A 

• a 

"• =■ sen A • 



i+tang9 — A 



E conseguentemente 

ccMS — 6. cos "— e -4- àen — b sen — e cos A 

I ^ a 'a a a , . 

«,t_-E=. = — — ^ ; (n) 

. sen — b sen — e sen A , 
a a 



ALLA GEOltETlU A SFERICA ll45 

finalmente I dividendo i due termini di questa frasione per 
sen — b sen — e , ne conseguirà questa formula 

cot — o cot — e + cos A 

eot ^ E = ^—^ {^") 

PROBLEMA V. 



ai 5. Determinare l'area del triangolo sferico, conoscendo 
i saoi tre lati. 
Osserrando che 

cosa — cos ^ cos e 

cos A s= , 

^en sen e 

e die (xLTu) n.^ io6 

X X i-4-cos^ i + cosc 

cot — b cot — e «a , • — ^— — 

a s sen 6 sene 

X -h cos b -4- cos e + cos b cos e 

sen b sen e ' 

avremo 

I X i + cosa-f-cosò-f-cosc 

cot — 6 cot — c+cosAga ■ • 

9 a sen 6 sen e ' 

talmentechè la precedente formula (xii) diverrà 

X I -4- cos a -H cos 6 + cos e 

cot — E «=s ■ ■■ — r " ' 

a sen b sen e sen A 

e poiché sen b sen e sen A cs=^/* ( n.° ai i, t } avremo 

X 1-4- cos a -4- cos 6+ cos e 

cot — E «= ^ (xiii) 

^i6. Questa formula risolve il problema proposto; ma 
non è atta al calcolo logaritmico: pertanto è d'uopo ag- 
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giongtr la segnente determintta pò* altra Tia di calcolo 
dal eh: signor Legendre . 

Si rifletta che dalle formule (iv) ed (i) n.^ 6^4 si ha 

coa«~E 



cot» — E 



* sen*— E sen» -4-E 

a 3 

cosicché 

(X, X ^X. 1 .»2 
cos — o cos — c-H scn — osen — e cos A ) 
, , a a a a 
— ^— — *-h 

SC&* — E fsen— ^seii-^csenA)s 

a ^ a a ' 

riducendo allo stesso denominatore y sviluppando , e dipoi 

osservando che 

cosa -^ cos ^ cose 



cos As= 



sen b sen e 



2cos« — a— acos* — ^cos« — e — asen* — òsen* — e 
^^ a a a a a 

4 sen — 6 sen — eco» — b cos — e 

^ a af if a 

e che 

sen A= ■ ■ *^. =3 "^ - y 

sen 6 sene . x « i > • x 

Asen — ^seQ'-^ccos—- ocos — e 
a a a a 

otterremo senza difficoltà 

i6 cos* — a cos* — b cos* — e 
X a a a 



sen* — E 

a 



x_ 72 



sen -^ E » : (xxf) 

4cos — a cos — & cos — ^ <r 
a a a 

217. Ora moltipticaiido le due equazioni (xiii) (xit) 
membro a membro , e riflettendo che 
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cot — E scn — E =» cos — E , 
a a a 

avrerao 

I 1-4- cos a+ cos b -+• cos e 

«>*T^= : r: — r-5 M 

4 cos — ^ acos -^ o eos — e 
a a a 

quindi mediante la formula (xxxyi) n.^ 83, troveremo pure 

X I - X 

cos» — a-f-cos» — o-f-cos» — e — i 

cos— E = . /xvi) 

a I X - X • ' ^ ^ 

acos— ^iico$-^6cos — e 

a a a 

queste due ultime formule elegantissime, e tutte composte 
di termini razionali sono dovute al sullodato signor Le- 
gendre . 

2 1 8. Dalle (xvi) e (xiv) si didyice poi agevolmente la formu- 
la di Lhuillier, che dà il valore di tang — E , ed a cui si pos- 
sono pure applicare i logaritmi; abbiamo (n.^ io6. xlvi) 

I — cos — E 
tong-i.E-=,^ 1 — ; 

- sen— E 
a 

dunque 

x-^ X, X I I_I 

1— cos» — o^-cos» — à — cos» — c-4-acos — acos — ocos — /• 
i^ a a a aaa 

tang-E « ; ; ; 

a ^ . 

e polche il inunerator^ xamàx^t idalla moltiplicatone del 
trinomio 

X X . X , X X 

sen — a sen — c-f- oos —6 — cos — a cos — e 
a a a a a 

pel trinomio 

X I » X . * ' 

sea — ^aseii — » c-^co$ —•r+<cos -r-^acos.-t— fi 
a a ' a a a 
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il primo de' quali è uguale a 

C08 — o — coaf — a -H — e) 

r altro è uguale a 

cosf— a— — tf) — C08 — o 
^ a % ' a 

risolvendo queste differenze di coseni in fattori , e ponen- 
do a+b'^csss^pf sarà 

4sen — /?sen — (p«— a}sen — (p-~-^)sen — {p-t 



tang---E= 



s » 

ovvero, sostituendo il valore di / ( n.® ai i, vii ) 

tang — E 

sen -i./? sen -!(/>—«) sen -^(p—lf) sen -^(M 

e^ 4 ■ • Vi" Il • I I I • -j 

ysenp f/sen^p — a) y§eD.(j? — b) J/'scn(/?H 
ma ^ ' 

X X 

sena — m sen» — m 

a a XI 

cag i« sa8— — tang — m, 

sen/n x x a a 

a sen — mcos — m 
a a 

dunque 

tan E =J/[tan — /?tan— (p — a) tan-^ (f? — 6)tan —(/>—€)] (irt 

r 

questa è la formiilà di Lhuillier rimarchevole per la sua 
simmetrica composizione. 



PROBLEMA VI. 

319. TroTare la snperficie dd quadrilatero sferico di cni 
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tfue lati sono perpendicolari alla base, essendo data la ba« 
se 9 e i lati medesimi • 

Sia A B C ( fig. 58 ) on triangolo sferico descritto sul* 
la superficie della sfera di cui S è il centro: prolunga- 
no i lati BAy CA sino al quarto di cerchio , e condu- 
cendo 1' arco di circolo massimo P Q è chiaro che la super- 
ficie del triangolo isoscele PAQ, birettangolo , sarà indi- 
cata dall'angolo A, ovvero dall'arco PQ^=e: e perchè to- 
gliendo dall'area APQ=^e l'area ABC -^^A+B-l-C— i8o^ 
resta il quadrilatero sferico BPQC di cui due lati BP, CQ 
sono perpendicolari alla base PQ, chiamando quest* area Q 
avremo 

Qc=ri8o** — (B + C) 

4-Q=9o«-4-(BH-C) 

talmentechè sarà 

X 1 eosMb—c) ^ 

cot — Qc=tang — (B-f.C) = 1 cot — e 

cos — (A-4-c) 

e facendo CQsB-p^BPcsyed osservando che 

A-^90* — P,c = 9o**— 7, 

^{à-cy 2.(|3_y);^(64-c)«90«_^(^4-7) 

otterremo la seguente formula 

eot — Q^Mfc cot — e 

ovverò 

3a 
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tang — Q» !L- tsmg — e (xTin) 

eos 4.(^^7) 



PROBLEMI Vn. 

aao. Determinare la posizione del polo d'un circolo cir- 
coscritto ad un triangolo sferico di cui sono dati i lati . 

Sia MN (fig. 68) il profilo del circolo circoscritto ai 
triangolo sferico, ovvero al triangolo formato dalle corde 
de' suoi lati. Dal centro S delia sfera abbassiamo un raggio 
perpendicolare. al piano di detto circolo; esso passerà pel 
suo centro 9 e incontrerà la superficie sferica in P che sarà 
il polo del circolo medesimo; adunque PM= ^ sarà la di- 
stanza da determinarsi. 

È manifesto che 

M O = r' =^ sen ^, S O ss cos ^« 
Or facendo per brevità 

sen — asen — ésea — c= rn 
% % % 

dalla formula (i) avremo 

4/ra 

/ 4"» 

e quindi, sostituendo ad m la sua ^pressione , 

4sen-— tfsen — osen — e 
tang ^ =» 2 —2 (xix) 
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PROBLEMA vili. 

aai. Trovare la solidità d* una piramide triangolare, 
essendone date tre costole concorrenti ad un medesimo 
vertice , ed i tre angioli che esse fanno tra loro . 

Si osservi clie O S «^ cos (f esprime Taltezza della pira- 
mide elle avendo la sua sommità nel centro della sfera ha 
per base il triangolo fatto dalle corde; essendo la super- 
ficie di questo triangolo t ( n.^ aia, vni) se indichiamo 
con y la solidità di essa piramide, avremo 

1 I , X 

a scn — a sen — 6 sen — e 
a a a 



3 tang^ 
ovvero 

V=-i-/ (XX) 

Posto ciò all'oggetto dì risolvere il problema proposto 
supponiamo che la piramide di cui vuoisi la solidità sia 
SMLK (fig. 69), e che le costole date sieno SK = /7i, 
SL = ii,SM=:/7 e gli angoli dati sieno LSM, KSM> 
KSL, misurati respettivamente dai lati a, ò, e del trian- 
golo sferico M AB descritto sulla sfera di cui S è il «éntro. 
Abbassando dal punto M una perpendicolare' sul pMoio op- 
posto, e chiamando l' angolo d'inclinazione della retta MS 
sul piano LSK, sarà MP=/? sen6; e poiché ](a superficie 

della base SLK è indicata da — tiiti seno, avremo la soli- 



dità della piramide dalla formula 

t 



V'== —mnpf^astxk^ 
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Ora osserrando che questo calore dee risultare identico 
con quello di V (xz) quando si feccia fnie»i = p = i>t 
manifesto che dorrà essere sena sen 9 ^^f\ perloehè aTremo 

y^^mnp/ (xxi) 

PROBLEMA IX. 

aad. TroTare la solidità d' una piramide triangolare esr 
sendone date le sei costole. 

Essendo come nel problema precedente SK =s ìti, SL=ii, 
SM=ap, pongasi ML=sw', MK = ii',KLs=/>'. 

I triangoli MSL, MSK, LSK, daranno le seguenti 

equazioni , 

/Ti's Bss ^9^p» — 2np cofra 

n'» =sin«-(-/?a — %mpcosb 

p** r=s=:,m^'\-n^ — a /TI /t cose 

dalle quali si avranno i Talori di cosa, cosò, cose, che so- 
stituiti nella espressione di /* ( n.^ 2 1 1 , 11 ) cambieranno 
r espressione medesima in una funzione delle sei costole 
della piramide; e facendo 

facilmente ricaveremo dalla (n.^ aai, xxi ) questa formula 

PROBLEMA X. 

aa3. Trovare il raggio della sfera iscritta , e quello ddla 
sfera circoscritta ad una piramide data. 
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Una piramide s' intende circoscritta ad una sfera ognir 
^qualvolta le sue facce sono tangenti alla sfera medesima ; 
Ticerersa la sfera dioesi in tal caso iscritta iiéUa piramide. 
Pertanto il centro delia sfera iscritta sarà un punto equidi- 
stante dalle facce della piramide. Ciò posto se si suppone 
che dal centro della sfera iscritta sieno condotte quattro 
rette ai vertici della .piramide 9 sarà facile concepire la pira- 
mide stessa divisa in quattro piramidi aventi per basi le 
sue quattro facce, e la sommità comune nel centro della sfe- 
ra : ora l' altexsa di ciascuna piramide parziale sarà ugua^ 
le al raggio della sfera medesima; adunque se con S rap- 
presentiamo la somma dei quattro triangoli che costituisco- 
no la superficie della piramide data 9 e con p il raggio del}a 
sfera avremo 



e quindi 



V'«4/»S 



3V' 



Quando fosser date le sei costole della piramide, Y^ po- 
trebbe determinarsi mediante la precedente formula (xxi) 
e le aree de' triangoli la di cui somma è indicata da S po- 
trebbero ricavarsi dalla formula (rv) n.^ iSg. 

'aa4« Una piramide s'intende iscritta in una sfera quando 
tatti i suoi vertici si trovano a contatto della si:q)erficie in- 
terna di essa sfera ; viceversa la sfera dicesi in tal caso cir- 
coscritta alla piramide. Pertanto il centro della sfera cir- 
coscritta ad una piramide sarà un punto ugualmente distin- 
ta dai quattro vertici della piramide st^sa . Or questo cen- 
tro facilmente si determina mediante la seguente costru- 
zione • 
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Sia LMKS (fig. 70) ona piramide; P e Q i coltri dei 
circoli circoscritti ai triangoli SLK,$MK,ePO,QOdue 
perpendicolari innalzate sopra le due facce SLK, SMK.E 
manifesto che i centri P e Q debbonsi trovare su le rette 
DP, DQ perpendicolari a KS nel punto di mezzo D, la 
prima posta nel piano SLK, l'altra posta nel piano SMK: 
per conseguenza le due rette PO, QO essendo nello stesso 
piano PDQ perpendicolare a KS, debbono necessaria- 
mente incontrarsi ; ed il punto O della loro intersezione sa- 
rà il centro della afera circoscritta; Infatti O come appar- 
tenente alla perpendicolare PO è ugualmente distante dai 
punti SLK, e come appartenente alla perpendicolare QO 
è ugualmente distante dai punti S, M, K; consegnentemoi- 
te esso è ugualmente distante dai quattro punti K , L , M , S. 
Posto ciò, all'oggetto di determinare la distanza OS=p' 
osserveremo che il triangolo rettangolo OSD dà 

p'a«DS»+OD" (A) 

e poicbè D S == — , ci limiteremo a determinare O D. 



' Dal triangolo O D P abbiamo 

# ...^ ^ - 

OD» =fcDP*+OP« 

e ponendo PDQssD sarà 

OP = PGcotD = (GD — DP)cotD; 

e poicbè 

DQ 
GD= ^ 



cosD 

avremo 

DQ — DPcosD 

^^ ' sSTd 

e conseguentemente 
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:'■ DP"4-DQ* — aDP.DQ.cosD ,^. 

OD»« "^L—- (B) 

Indicando gli angoli LSM, RSM, KSL con le lettere 
a, b, e respettivamente , è cliiaro cHe a, b, e sì potranno 
considerare come i Iati d'un triangolo sferico di cui D è 
un angolo compreso tra b^ e e, cosicché sarà (n.^ 179, 1 
e n»* aii, iv) 

cos a — cos b cos e -r^ f 

cosD = ; > *«n D — 



sen b sen e • sen b sen e 

Ora sul piano LKS conducasi la retta EF perpendicolare 
ad LS nel punto di mezzo E; è manifesto che questa per* 
pendicolare passerà pel punto P . Quindi sarà 

DP— DFcotc8»(SF — $D)cotc, 

e poiché 

n ^ Ut . 

SF=.- , SD=— , 

2 cos e ' a 



avremo 



TI —* m cos e 
DP««- 



a sen e 

« 

e con un calcolo analogo al precedente ^ avremo pure 

p — m cos b 

DQ—^- -T— 

^ a sen b 

Laonde se nella formula (B) si sostituiscono i yalori di 
cosD, senD, DP, DQ, otterremo tal valore di OD che 
posto nella formula (A) col valore di DS darà la seguente 
«spressione di p' ; ndla quale si è fatto per brevità 

cos a — cos b cos e = A 

COSb cos a cos e ass B 

cpsc — cosacoi6sB«C; 
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(mS8en*a4<ii » sena 6-H/9*sen Ar*— imnC— ii9t/>B— uipA) 
^r^|/ i _ -(«> 

Mediante questa fornmla potremo trovare il raggio della 
sfera circoscritta ad |ana piramide essendone date tre co- 
stole concorrenti ad un medesimo vertice, e g^ angoli 
ehe esse fanno tra loro • 

PROBLEMA XL 

225. Determinare la solidità d* nn parallelepipedo, essen- 
done date le tre costole e gli angoli che esse formano tra 
loro. 

Le tre costole del parallelepipedo sieno indicate con m, n, p 
e gli angoli (n^p), {rrty p)^ (m, n) sieno' respettivamente 
rappresentati da a , 6 , e . È manifesto che questo paraUe» 
lepipedo , doppio del prisma triangolare costrutto su le co- 
stole m, /i, /? formanti tra loro gli angoli a, b j e, sarà il 
sestuplo della piramide triangolare di cui m^ n, p sono 
parimente tre costole concorrenti in uno stesso vertice, ed 
«, by e gli angoli da esse formati . Adunque indicando con P 
la solidità del parallelepipedo di cui si tratta , avremo 

Pesmn/»/ (xxv) 

PROBLEMA Xn. 

I 

226. Determinare la diagonale d*. un parallc^lepipedo che 
unisce due vertici opposti , conoscendo le sue Costole e gli 

a 9 

angoli che esse formano tra loro . 

Essendo il parallelepipedo quello che ci presenta la figu- 
ra 71, ove gli angoli fcnrmàti dalle date costole SKc=m, 
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SL=>n,SM=/? sono misurati dagli archi dati BC^^a, 
AC = ^, AB«=c, ci proporremo di determinare la retta 
SO = A. * 

I triangoli obliquangoli S O N , S L N danno 

SÓ*-=ON«-+-SNa4-2 0N.SN.cosMSN 

SN«— SL«-HLN"-HaSL.LN.cosLSK 
donde si lia 

A2s»/7it^-/2»-Hj9a4-a/n/tcosc+ap.S.N.cosCP (A) 

per cui si vede che il calcolo si riduce a determinare 
cosCP, essendo SN data dalla seconda equazione; il se- 
guente calcolo ci esime però dalla sostituzione del valore 
di SN che l'equazione medesima ci somministra. Osservi- 
si che 

cos CP =:cos acos B P 4- sen a sen BP cos B 

e poiché 

^ cosò — cosa cose 
cosila» ■ 

sen a sen e 
fatta la sostituzione ne conseguirà 

^^«rp^ senBP ^^., sen(c— BP) 

cos Li F =. — ^ — cos + ^ ' cos a , 

sen e sen e 

Ma i triangoli SLN, SKN danno 

senBP m sen (e — BP) n 

sene SN ' sene SN ' 

perciò 

C P = ^^^^^"H^ cosa 

il qual valore posto nella equazione (A) da luogo alla se- 
guente formula; 

A««=iw ^+'z'-4-/'*-f-ai7tncosc-f-a;7i^cosò-f-a/7pcosa (xxvii) 
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TEORIA. ANALITICA DEI LOGARITMI 



I. V olendo considerare questa teoria nel suo più ge- 
nerale concetto, bisof^a concepire Tidea dei numeri arti- 
ficiali così detti logaritmi, e che si sostituiseeno ai nume- 
ri naturali per sempHcizEare i calcoli , paragonando due 
progressioni qualunque V una geometrica, l'altra aritmetioa, 
in guisa ohe il primo tn'mine dell*uiia corrisponda al pri- 
mo termine dell'altra, il secosiido al secóndo, il terto al tei- 
20, ec.; iudi bisogna dedurre- da tale eorrisipondenza ie pro- 
prietà fondamentali dei logaritmi medesimi. 

I. Nozione éCun sistema di logaritmi, 

a. La progressione geometrica sia per esempio questa : 

I , a , 4» 8, i6, 32 , ec. 

e la progressione aritmetica sia 

4, IO, i6, 22, 28, 34, ec. 

ciascun numero della progressione aritmetica è i) logaritmo 
del numero che occupa il medesimo posto nella progrès - 
sione geometrica . I numeri adunque ehe chiamansi logarit- 
mi, sono i termini d'una progressióne aritmetica corri- 
spondenti a numeri i quali sono i termini d'una progres- 
sione geometrica . 
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3. Essendo arbitraria la sodta delle due progressioni, po- 
tremo indicare il seguito dei numeri coi termini 

I , a, a^j a*f a^y . . . 

ed il seguito dei respettiyi logaritmi coi termini 

Uy u^dy u + a^/y u + 3dy u^t^d , . . 



n 



talmentechè posto che a sia in generale un numero^ u-\-nd 
sarà il suo rispettivo lagaritmo : perciò scriveremo 

log a = u-^nd 

4. Supponendo che a sìa un numero intero , i numeri 
ed i respettivi logaritmi anderanno snocessiTamente cre- 
scendo , qualunque siano d' altronde u e d, 

5. Pertanto è manifesto die uno stesso numero ha un' infi- 
nità di logaritmi ; inlatti ai termini di una medesima pr(^ 
gressione geometrica si possono far corrispondere quelli d'in- 
finite progressioni aritmetiche tutti differenti fra loro; la 
progressione geometrica può cambiarsi anch' essa in una 
infinità di maniere; vi sono dunque infiniti sistemi di loga- 
ritmi : intendendo che formino un sistema tutti quelli de- 
sunti da due progressioni, determinate da un valore parti- 
colare di tt, di a, 4i-^; tt è il numero che assumesi per Io- 
garitmo dell' unità ; a è la ragione della progressione geo- 
metrica, e si chiama base del sistema ; €/ è la differenza del- 
la progressione aritmetica. 

Le due progressioni poste qui sopra (2) , appartengono 
al Sistina in cui 4 è il logaritmo deli' unità, 2 la base, e 6 
la differenza della progressione aritmetica, 
. 6. Quando tra i termini delle due progressioni si voles- 
se maggiore continuità, bisognerebbe cominciare con inse- 
rire un medio geometrico tra i ed <z, il quale è )/a; un 
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medio geometrico tra a ed a>, ay a^ uno tra a^ ed a^j 
aa ^ ^1, ec., ed in tal caso la progressione procederebbe secon- 
do la ragione |^a. U logaritmo dif^a sarebbe il medio 

aritmetico tra ir ed ii -4- <f, cioè « + -—</; il logaritmo di 

a^ a sarebbe il medio aritmetico tra u-^^d eàu-^-^d, 

cioè u-\ d\ il logaritmo di a^y a sarebbe u-\ d\ 

ec; di maniera che la progressione aritmetica procederci)- 

be secondo la differenza uguale ad — d. Quindi ripetendo 

sulle due risultanti progressioni il calcolo medesimo , si a- 
vrebbero altre due progressioni, la prima delle quali pro- 
cederebbe secondo la ragione 1/ a y V altra secondo la dif- 
ferenza — d. S'intende che non tì può esser limite che 

arresti questa operazione : ond* è che si possono ristringere, 
per cosi dire , i numeri della progressione geomet^rica quan- 
to vogliamo^ e determinare senza difficoltà i corrispondenti 
logaritmi . 

7. Si avverta che questa operazione non cambia la base 
del sistema al quale appartengono le due progressioni sulle 
quali essa si fa: poiché sebbene la ragione a della pragres» 
sione geometrica iniziale venga di mano in mano cambiata 
my a, f/y Oy'yyy c^tc^ì termini di qualsivoglia pro- 
gressione alla quale piaccia fermare il calcolo saranno senot- 
pre potenze intere o fratte di a . 

questi termini, poiché saranno generalmente irrazionali, 
non si potranno avere che per approssimazione. 
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II. Proprietà generali dei logaritmi . 

8. I logaritmi hanno proprietà generali indipendenti dal 
particolare sistema cui si riferiscono. Bensì tali proprie* 
tà vanno soggette ad alcune modificazioni per certi valo- 
ri di Uy dj a, come mostreremo in appresso: intanto pas- 
siamo a dimostrarle prescindendo da ogni particolare con- 
siderazione . 

1.^ Poiché 

a^a'^'^a'"'^'^ 
loga^'s^tf-f-ni/. Ioga" ss^U'^n'dr 

loga''"^/''=ir-t-(«4-«')^, 
segue che 

W^ X<^ srlog^i -f-logtf :— ^log I 

donde si vede che il prodotto di due numeri ha per logaritmo 
la somma dei logaritmi di essi numeri ^ diminuita del lo- 
garitmo dell'unità. Perciò 

W^ X^ X^ Bsloga ^-logtf -4- Ioga — alog i 

ed in generale il logaritmo d' un prodotto e la somma dei 
logaritmi dei suoi fattori meno tante volte il logaritmo del- 
Y unità quanti sono i fattori medesimi meno uno . 
2.^ Poiché 

n 

a 



a n-'^nf 



segue che 



a 



Ioga ss=tf-f-(/i — n')d'y 
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n 

a, mg ja' 

log -p-= Ioga — log a -4- log i 
a 

cosiccliè il quoziente di due numeri ha per logaritmo l'ec- 
cesso del logaritmo del dividendo su quello del divisore 
accresciuto del logaritmo dell' unità . 
ZP Poiché 

log 0^^^=- u '^gnd 
osservando che da 

Ioga =^u^nd . 
si deduce 

g\oga^=gu-\^gnd 
e quindi 

^loga ^(^g^i)u^u^gnd 
segue che 

log(a''f==^loga''-(^-^i)logi, 

donde si vede che il logaritmo della potenza d' un numero 
è uguale al logaritmo del numero stesso moltiplicato pel 
grado deUa potenza, e quindi tante volte diminuito del lo- 
garitmo dell'unità quant' è il grado stesso meno uno. 
r^.^ Poiché 



1^. 



n 

a =a®^ 



loga^ =11-1--^^ 
osservando che da 

Ioga =«4- /ir/ 
si deduce 
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Ioga u ^ nd 
IT "«^ ^ 

+(^— i)— ■»«+— ^; 



segue 



S g S 



,og|7'a«»l2£fV(^_,)'**^" 



e di qui risulta che il logaritmo della radice d' un numero 
è uguale al logaritmo del numero stesso diviso pel grado 
della radice e quindi tante Tolte accresciuto del logaritmo 
dell* unità moltiplicato pel grado della radice meno uno, e 
diviso pél grado medesimo. 

9. Ed è pertanto manifesto che col soccorso d* una tavo- 
la in cui si trovassero i logaritmi di tutti i numeri calco- 
lati sopra un sistema qualunque potrebber determinarsi i 
prodotti, i quozienti, le potenze e le radici dei numeri 
indipendentemente dalle pratiche che l' aritmetica ci sugge- 
risce a tal uopo . 

Per esempio, adottato il sistema in cui 

u^s=^l\^a-=i^y dsssS (2) 

se vorremo il prodotto di 4 « 8 cercheremo i lorologaritmi, 
e fattane la somma, ne sottrarremo il logaritmo dell'unità; 
poi cercheremo il numero corrispondente al logaritmo che 
ne risulta; esso numero sarà il prodotto richiesto. 

log 4 ^3s 16 
log 8 3== aa 

sonuna 38 
logi= 4 

resto 34 a» log 3a 
dunque 4 X ^ ^^^ 3a 
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Se Torremo il quoziente di 3a diviso per 8, cercheremo 
i logaritmi di questi numeri, dal logaritmo del dÌTÌdendo 
sottrarremo quello del divisore , ed al resto aggiungeremo 
il logaritmo dell* unità ; quindi cercheremo il numero cor- 
rispondente al logaritmo che ne risulta, e questo numero 
sarà il quoziente richiesto . 

log 3a = 34 

Iog8»a2 

resto la 

log 1 = 4 

somma 1 6 ss log 4 

dunque 3a : 8 s» 4 

Se vorremo la quinta potestà del s , moltiplicheremo il 
logaritmo del a per 5 e ne sottrarremo il logaritmo dell'u- 
nità preso 4 ▼olte; il numero corrispondente al logaritmo 
che ne risulta sarà la potestà richiesta • 

log 2 ss IO 

5 

log I «ae 4 prodotto 5o 

prodotto 16 16 

resto 34 3s log 32 
dunque 2 » = 3a . * 

Se vorremo finalmente la radice quarta di 16, divisò il 

logaritmo di 16 per 4, aggiungeremo al quoziente il Ioga* 

> 

ritmo deir unità preso 3 volte ; il numero corrispondente al 
logaritmo che ne risulta sarà la potenza ridiiesta. ' 

34 
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log i6«=a8 

a8 : 4 == 7 
log i-=4 
3 

prodotto 1 a : 4 "» 3 3 

ftomma io ss log s 

dunque L/^ x6b=2 

in. Ipotesi di log X «» o 

IO. Ciò posto, bisognerebbe procedere alla costruzione 
d' una tavola di logaritmi : ma poiché u^a^d sono arbitra* 
rie, primieramente è necessario vedere come ne dobbiamo 
disporre affinchè il calcolo della tavola risulti spedito, e Tiuo 
della medesima quanto si può comodo e facile . 

Perciò in primo luogo porremo 

log X BEB o 

ed allora i logaritmi corrispondenti ai numeri 

divengono o, tif %df 3^, 4^ » • • • 

ed in generale log a ^=hd. 

1 X. Quindi le proprietà dimostrate ( 8 ) , nell'ipotesi di 
log I s=tf si cambiano ndl^ seguenti 

z.^ H prodotto a X ^ ha per logaritmo (n -4-n' } dy cioè 
la somma dei logaritmi dei fattori: qualunque $ia il nu- 
mero dei fattori medesimi. 

« • ^ 

a.^ n ^osiente n :i» ka per logaritmo (ii — ti^)dy^oè 
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Teccesto del logaritmo del dividendo aa quello dd diviaoto. 
3.*^ La potenza ( a ) ^ba per logaritmo gnd^ cioè il logarit- 
mo del numero a moltiplicato pel grado ^ ddla potenza. 

4.® JLa radice!/^ a ha per logaritmo — , cioè il Ioga- 

' o 

ritmo del numero a diviso pel grado g della radice. 

Queste proprietà sono particolari al sistema in eui 
log X = o , ma indipendenti dal valore di a e df cioè indi- 
pendenti dalla biue e dal suo logaritmo . 

TV. Ipotesi di lega ss i 

12. n proposito nostro, che è quello di adottare il più 
semplice sistema di logaritmi e di calcolare una tavola 
dietro di esso , vuole che si ponga d^sssx ^ ossia log a :» i ; 
che allora i logaritmi corrispondenti ai numeri 

divengono 09i9a,3|4»*-* 

logtf^Bsa» logat seSy ec.,loga »%ii« 

Si vede che in tal concetto (cioè neir ipotesi di Ioga «» i , 
log 1 ss o ) </ logaritmo <tun numero è il grado della po^ 
tenia alla quale conviene elevare la hme per ottenere il 
numero medesimo , In questo sistema la base è quella quan- 
tità assunta arbitraria in origine, ma poi tenuta costante- 
mente Jissa per trasformare nelle sue potestà tutti i numeri. 
Sia la base s» 9 ; i logaritmi dei numeri 16, 64» ioa4» che 
trasformati in potestà del a danno 

i6as2i«, 64»»a<9 ioa4=^»^ ^ 
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saranno respettivamente 4» 6 9 io • Che se la base fosMea.4t 
i logaritmi dei numeri medesimi 1 che trasformati in potestà 
del 4 danno 1 6 ss 4' 9^4 = 4 ' y ' ^^4 ^== 4 * > sarebbero respet- 
tiyamehte 2, 3, 5 • 

x3. Per trovare i logaritmi corrispondenti ai numeri 
ly 2f 3 9 4» ce., è d'ìiopo determinare gli esponenti interi 
fratti che bisogna dare alla base a affinchè ne risultino que- 
sti numeri; ond'è che converrebbe risolvere l'equazione 

a =sy per rapporto ad x , ponendo successivamente 

r =«= a , = 3 , = 4 , = 5, ec. ; 

noi però giungeremo ai medesimi risultati con altro espe- 
diente . 

14. Ma prima di efifettuare questi calcoli sopra una data 
base numerica, osserviamo che non possono essere interi 
che i logaritmi dei numeri uguali alle potestà intere della 
base ; gli altri o sono fratti, o sono irrazionali e non si pos- 
sono ottenere che per approssimazione. Se la base fosse =^ 4 > 
siccome 



t 



1.^ 



4' = 2,4^-=32, 
si vede che i logaritmi dei numeri a y 32 sarebbero respetti- 

vamente — , — . 
a a 

In generale sia — il logaritmo frazionario di b , sarà 

// 

ru 

— m 

n ^ o, 

a =6; == I ; 

donde si vede che a e 6 debbono avere necessariamente 
i medesimi fattori primi; sia 
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«▼remo 



u'^Pv'^'i 



nr ns 
u V 



e per conseg;uenza 

donde segue che 

\ h ^ ^ "^ • 

il logaritmo d' un numero b si può adunque esprimere e> 
sattamente per una frazione y quando la base ed il numero 
medesimo sono composti dei medesimi fattori primi, ed i 
rapporti degli esponenti di questi fattori sono uguali fra 
loro . In tal caso questo rapporto medesimo è il logarit* 
nio di 6. Se i fattori della base fossero tutti alla prima po- 
testà , /7ssssXy^=iy allora sarebbe 

log é 89B r 3» X j 

ond' è che m es&er dovrebbe multiplo di n ; cioè sarebbero 
razionali quei soli logaritmi che corrispondono alle po- 
testà intere della base • 

Se avessimo 

a=5o84»=a<.3« 

sarebbe log 72 := — , poiché 

042 

Se fosse a= è = 2 . 3, sarebbe log 36 =e log 2« . 3* =a 
e ciò è chiaro , poiché se gli esponenti dei fattori semplici 
del numero sono uguali , il numero è una potenza intera 
della base. 
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V. Ipotesi di £1 s=s IO . 

x5. Le taTole in uso sono state costruite sulla base 
IO, a ss io; è stata data la preferenza a questo numero , 
perchè esso è la base del nostro sistema di numerazione , e 
percbè aggiunge altre rimarcheToli proprietà ai logaritmi. 
Essendo la base a s=s io =b 2 . S> tranne i logaritmi delle po- 
testà di IO, cioè 

IO, lOOy XOOOy lOOOOy • • . . 

i quali sono i, a, 3, 4»**** 

tutti gli altri saranno irrazionali e conseguentemente non si 
potranno avere che per approssimazione. La parte intera 
d' un logaritmo chiamasi caratteristica; la parte fratta di- 
cesi mantissa • 

16. È facile dimostrare che la caratteristica d' un lo- 
garitmo preso in questo sistema contiene tante unità, quan- 
te cifre ha il numero cui corrisponde meno una . Sia P 

un numero compreso tra 10 e io ; fra queste dae 

potestà sono contenuti i numeri composti di ff+ i cifre, i 
quali hanno i loro corrispondenti logaritmi tra n ed it<4-i* 
cioè del valore di n unità più una frazione da determinarsi 
per approssimazione: dunque la caratteristica di logaritmo 
P è ity cioè un numero di tante unità qu^te cifre ha P 
meno una. 

In virtù di questa proprietà dei logaritmi calcolati sulla 
base IO, nella maggior parte delle tavole sono state trala- 
sciate le caratteristiche; la mantissa è stata espressa in de- 
cimali con più o meno eifre secondo Y use a cui queste ta- 
vole sono destinate; ordinariamente bastano sette cifre. 

17. Altra proprietà dei logaritmi presi in questo siste- 
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ma si è che conoMOido il logaritmo d'un numero qualunque 
P, si ottiene quello del prodotto di P moltiplicato per qua- 
lunque potenza di io» a^ungendo alla earatteristica di e»- 
io logaritmo tante unità quante ne tono n<d grado della 
potenza stessa. Infatti (ii) 

log lo^ «= log IO* -HlogP»»logP-|- jf 

Reciprocamente dal logaritmo d' un numero P si deduce 
quello del quoziente P per qualunque potenza di io, sot- 
traendo dalla caratteristica tante unità quante ne contiene 
il grado di questa potenza . Infatti 

P ^ 

log— =« log P— log IO «slogP — Jl 
IO 

VI. Costruzione delle tavole. 

i8. Ora che abbiamo assegnati ad u , a e <f i Talori pia 
opportuni al calcolo dei logaritini, passeremo a dire alcuna 
«osa intomo alla costruzione delle tavole. A tal oggetto ci 
▼arremo del principio indicato (6) in virtù del quale li 
possono render continui quanto più ne piace i termini del« 
le due progressioni . 

Proponiamoci di determinare il logaritmo d*un numero. 
per esempio 5. 

Poiché 5 si trova fra r e io » il suo logatitmo dovrà tro* 
varsi fra o e i : inseriscasi pertanto un medio geometrico 
fra i e IO y ed un medio aritmetico fra o ed i ; il primo 
sarà 3, 1622776, il secondo o, 5. Ora si vede chiaro che il 
namero dato 5 cade fra 3, 1622776 e io, ed il suo logarit- 
mo fra o, 5 ed i: perciò inseriscasi un medio geometrico 
fra 3, 1622776 e IO, ed un medio aritmetico fra o, 5 ed i; 
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il primo è 5,6a34ii3, l'altro 0|75. Or poiché 5 troTati 
fra 3, 1622776 e Sy6234ii3f il suo logaritmo si troverà fra 
0,5 e 0|75: cercheremo il medio geometrico contenuto fra 
3, 1622776 e 5,6234ii3y ed il medio aritmetico contenuto 
fra Oy 5 e Oy 76. 

Procedendo in questo modo, i due medj aritmetici frai 
quali è compreso il logaritmo di 5 andranno snccessiTa- 
mente avvicinandosi ; la differenza loro potrà adunque di- 
venire più piccola di qualunque quantità data; e volendo 
per esempio 9 che essa sia ^o, 000000 1, non ci arrestere- 
mo nel calcolo , se non quando i logaritmi de' due medj geo- 
metrici fra cui 5 è compreso , avranno le prime 7 cifre 
decimali comuni: perchè allora sostituito il 5 ad uno di 
essi medj , e preso il logaritmo di questo per il logaritmo 
cercato di 5, non si giunge a commettere un errore di 
Oy 000000 ly e s'ha un' approssimacione sufficiente perla 
maggior parte dei calcoli in cui si fa uso dei logaritmi . 

19. Calcolati con tal metodo i logaritmi dei numeri pri- 
mi , i logaritmi degli altri numeri che risultano dalla mol- 
tiplicazione di essi si troveranno senza difficoltà, non poten- 
do essere che somme o differenze di logaritmi già ottenuti. 
I soli logatitmi de' numeri 3, 5, 7, bastano a darci tntti qnd* 
li de' numeri compresi tra i e io e delle loro potestà, e di 
tutti i prodotti che si possono formare con essi tra loro, e 
con le potestà medesime. Infatti ò chiaro che 

log 2 = log 10 — log 5 , 

log4=2log2, 

log 6 e:^ log 2 -4- log 3, 

log8=31og2, ^ 
Iog9 = 2log3. 
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20. Occorrendo di farci un'idea chiara di queste taTolé» 
faremo osserrare che la costruKione di esse effettuata nel 
modo che abbiamo indicato , suppone che siasi inserito un 
gran numero di medj aritmetici fra o ed i , per esempio 
1677216=3^^^1000000; un ugual numero fra i e a, 
fra 3 e 3» ee. ; che in questo modo si ha una progressione 
aritmetica la di cui differenza è <^o,oqooooi; quindi sup<* 
pone, che uno stesso numero di mc^^j geometrici siasi inse* 
rito tra i e io, tra io e 100, fra 100 e 1000, ec.; che cosi 
si ha una progressione geometrica i cui termini sono sem^ 
pre le differenti potenze intere e fratte di io (7). 

In virtù di questa operazione si ottiene un seguito inde« 
finito di logaritmi razionali , che procedono secondo una 
differenza costante minore di 0,0000001, coi respettiyi nu« 
meri cui corrispondono . 

Vero è che fra questi numeri non se ne tìroTerà alcuno 
•che sia uguale a a, 3, • . . . 9; 11, 13 . • • 9^ ec. , poiché in 
tal caso esso avrebbe logaritmo razionale , contro il prin* 
cipio dimostrato ( i4) ; ma nondimeno si sostituiscono que» 
sti numeri ai medj geometrici che sono ad essi più prossi« 
mi , e si prendono per loro logaritmi i logaritmi medesimi 
di essi medj , certi di non commettere che un errore minore 
di o, 000000 1. Avendo fatta tale sostituzione, ai vede ohe 
propriamente non si conoscono i logaritmi dei numeri 
3, 3, 4 .... /i) se non quando sono potestà della base: deg^i 
altri numeri i quali non soddisfanno a queste condizioni 
non si hanno i logaritmi; e queUi che si prendon per tali 
sono i logaritmi dei numeri che differiscono da questi di 
una quantità che può esser piccola quanto yogliamo, ma 
non può mai diventare o. In conseguenza di ciò è stato 

35 
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détto (*) che il logaritmo di un numero è in generale una 
quantità trascendente, poiché non può essere espressa razio- 
nalmente, né irrazionalmente; abbiam già veduto che non 
può esserlo razionalmente (i4); e neppure irrazionalmente, 
poiché non si può dare alcuna formula finita implicata d'ir- 
razionali , se Togliamo che somministri 1* espressione alge- 
brica del logaritmo di un numero , dalla quale il valore del 
logaritmo di un numero possa ricavarsi per approssimazio- 
ne ; infatti indicando con / il logaritmo irrazionale dd nn- 

mero n, sarebbe a ==^ n; equazione la quale non può veri- 
ficarsi , stanteché a e n sì suppongono razionali . Quindi si 
estraggono dalla progressione geometrica i numeri i, a, 3, k} 
•e, e dall'aritmetica i corrispondenti logaritmi, o; 0,3010199; 
0,4771812; 0,6020599; 0,6989700; ec., e tutti gli altri 
termini dell'una e dell'altra, che han servito ad ottenere 
questo risultato , si rigettano . 

I numeri si dispongono in colonne allato dei rispettili 
logaritmi ; lungi dunque dal vedere nella colonna dei nn- 
meri una progressione geometrica, o le successive potestà 
intere, o fratte d'un numero costante quale si é la base; e 
nella colonna dei logaritmi una progressione aritmetica; 
stanteché sono stati rigettati nell'una e nell'altra moltis- 
simi termini medj , non vedremo la progressione geometri- 
ca che nei soli numeri io, 100, 1000, ee«^, e la progressione 
aritmetica soltanto nei loro respettivi logaritmi i, 2, 3, ec. 

£ inutile osservare che ciò non rende in alcun modo er- 
roneo l'uso che saremo per fare di questa tavola, perchè 
riepilogando l' operazione che abbiamo fatta per costruirla» 



(*) PaoUT. I, p«g. 159. 
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potremo dire che indicato il seguito dei numeri in pro- 
gressione geometrica con 

ed il sefTuito dei corrispondenti logaritmi con 

se A 9 n" y n'^ ^ ec. 9 sono i numeri che più si approssimano 
a 2 y 3 y 4» ^< f 1* opera nostra consiste neir estrarre dalla 
progressione geometrica i termini i, n, n", nf^y ec. y e dal- 
la aritmetica i logaritmi corrispondenti o, /, /'', /'^y ec., 
(lo che nulla toglie alle proprietà di cui godono i logarit- 
mi rispetto a* loro numeri ) e nel sostituire ad n il 2, ad n** 
il 3 , ad 71"^ il 4 9 ce. ; e qui ben è Tcro che si commette un 
errore, ma quando Y approssimazione si porta sino alle ci- 
fre decimali del settimo ordine» esso errore è si piccolo $ 
che può liberamente trascurarsi . 

ai. Si osservi che nelle tavole la differenza di due suc- 
cessivi logaritmi è tanto più piccola, quanto più grandi so- 
no i numeri cui essi logaritmi appartengono ; infatti è chia- 
ro che dei 16777216 s=2>^ med(j inseriti tra i e io ne 
conserviamo soli 8; dei 16777216 inseriti tra io e 100 
ne conserviamo 89; dei 167 77216 inseriti fra 100 e 1000 ne 
conserviamo 899, ec. ; così, a misura che i numeri crescono, 
diminuisce il numero dei medj che vengono rigettati; lo 
stesso dee avvenire rispetto ai logaritmi; dunque la diffe- 
renza di 2 logaritmi consecutivi tanto più sarà piccola, quan- 
to più grandi saranno i numeri cui essi logaritmi appar- 
tengono . 

22. Questa differenza per tutti i numeri maggiori di loooo 
non è sensibile, che alla quinta cifra decimale. Infatti 
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log lOOOI >s= 4,0000434 

log I 0000 B3 4» 0000000 

Ds^ 0,0000434 

talmentechè si può dire, che la differenza di due logaritmi 
consecutiyi corrispondenti ai numeri maggiori di loooo è 
minore d' una metà di un diecimillesimo • 

a3. Un* osservazione da farsi si è cbe non conservando 
d* un logaritmo che le prime sette cifre decimali , le diffe- 
renze si mantengono costanti dentro certi limiti . 

Per esempio da log 1 0000 a log 1001 5 D si mantiene 
sulle tavole uguale a o, 0000484; donde apparisce che 
l'errore che si commette, considerando pei i5 logaritmi 
contenuti entro questi limiti D costantemente uguale a 
o, 0000434» è minore d' un diecimilionesimo . Da log looooo 
a log IO 1000, D si mantiene sulle tavole uguale a o,ooooo43, 
e qui pure si vede, che l'errore che si commette considerando 
D pei mille logaritmi compresi fra questi limiti costantemen- 
te ugnale a 0,0000043, non giunge ad un diecimillesimo. 

a4* I)a log Soooooo in poi D è minore di 0,0000001; 
lo che dimostra che la differenza non può manifestarsi nel- 
le prime sette cifre decimali; ovvero che dopo il numero 
5oooooo i logaritmi hanno* le prime sette cifre decimali 
comuni . 

VII. Uso delle tavole logaritmiche, 

a 5. Ci serviremo delle tavole di Gardiner ampliate e di- 
ligentemente impresse per cura del eh. P. Inghirami f)» 



(*) lUccooia adiamo «i giovani principianti di rendersi fiiiniliaK 
Toso delle tavole logarìtmiche: T edizione che qai citiamo è qaeUa 
del 1837 pahblicata in Firtnze coi tipi della atamperìa Calaaanwaai. 
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nelle quali si trorano i logaritmi dei niuneri da i a 108000, 
espressi con 7 cifre decimali . Ed in applicasicme di quan- 
to abbiamo detto fin qui, cominceremo con fame uso nelle 
operazioni elementari alle quali si può applicare il calcolo 
logaritmico; queste operazioni elementari sono la moltìpli* 
oazione, la divisione, l'innalzamento a potenze, e T estra- 
zione di radice . 

Dalle proprietà che abbiamo dimostrate pei logaritmi 
presi nel sistema secondo il quale abbiamo supposto cal- 
colata la tavola, risulta che 

i.^ Per avere il prodotto di due o più numeri, bisogna 
fare la somma dei loro logaritmi; quindi cercare il numero 
corrispondente al logaritmo uguale alla somma medesima ; 
questo numero sarà il prodotto richiesto . 

Sia il prodotto da determinarsi quello dei fattori 169,35,1 1. 

log 169 ss a, 2278867 
log 35 «^^ 1,5440680 
log li» 1,0413927 

498133474 = log 65o65. 

Risulta che 169 X 35 X 1 1 == 65o65 . 

2." Per avere il quoziente di due numeri, bisogna sottrar- 
re dal logaritmo del dividendo quello del divisore ; cercare 
il numero che ha per logaritmo il resto ^ questo numero è 
il quoziente voluto . 

Debbasi dividere 60804 per 108; 

log 60804 =s 4> 7839822 
log 108 s a, o334a38 

2y 75o5o84 "^ log 563. 
Risulta che 608 j4 : zo8 » 563. 
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3.^ Per ayere la potenza d'nn numero, bisogna molti- 
plicare il logaritmo del numero stesso pel grado ddla po- 
tenza che Togliamo ottenere; quindi cercare il numero 
corrispondente al prodotto che trovasi; esso sarà la potei»* 
za richiesta . 

Proponiamoci di calcolare la quarta potenza di 17. 

log i7=ii,23o44B4 

4 

4, 92179362= log 8353 1. 

Risulta che 17 « sai 835af • 

4-.° Per aver la radice d* un numero , bisogna dividere 
il logaritmo del numero stesso per V indice della radice clie 
si vuol estrarre, e cercare il numero corrispondente; esso 
sarà la radice richiesta . 

Cerchiamo la radice settima di 78ia5 

log 78125 = 498917900 \j^ 

o, 6989700 ==s log 5, 

RisulU chcl/ 78125 s=. 5. 

Vin. Logaritmi ilei numeri che eccedono il limite 
delle tavole. Numeri dei logaritmi che non si 
trovano esattamente fra quelli delle tavole. 



26. Nelle precedenti operazioni i numeri di cui ci oceor- 
rerano i logaritmi non eccedevano il limite delle tavole, ed 
i logaritmi di cui volevamo i numeri trovavmsi esattamente 
fra quelli in esse tavole contenuti ; ma può darsi che si va- 
glia il logaritmo ^ un numero maggiore di quelli che sono 
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libile taTole, come pure il numero d'un dato logaritmo di 
cui non si trovi l'identico sulle tavole stesse. Trattasi di 
vedere come si debba operare in questi casi • 

Sia proposto di trovare il logaritmo di 4785635; poiché 
ne conosciamo la caratteristica, la quale in questo caso è 
6 (i6), non dovremo determinare che la mantissa dd medesi* 
nìo, la quale è la stessa anche pel numero 47^56, aS (ao) . Ora 
questo numero cade evidentemente fra i numeri n ss 47856 
ed /z + I «= 47857; il logaritmo cadrà in conseguenza fra 

iog 47857=*, 6799455 

log 47856 = % 6799364 

la differenza de' quali è D =» ooooogi. 

Da ciò si vede che 91 diecimiliouesimi è la quantità da ag« 
giungere a log47856 per avere log47857; ma siccome (a3) 
non prendendo dei logaritmi che le prime 7 cifre decimali 
si vedono questi logaritmi procedere (entro certi limiti) 
secondo una differenza costante, dunque se la differenza i 
fra i numeri /?, e /? + i ne porta D fra i logaritmi loro , la 
differenza o,a5 fra i numerip «=s 47^56, e 47856, a5 ne por- 
teràorfra i loro logaritmi ; essendo x dato dalla proporzione 

I : D = o, a5 : X, cioè x s= D X o> ^5 

e poiché D é un numero di diecimilionesimi, tale sarà anche 

Xf e nel caso attuale 

x=saaa, 75 

ossiano a3 diecim^onesimi , che aggiunti al logaritmo di 
47856 ne daranno 

log47856,a5-B. *, 6799387 
e quindi log 47856a5 »» 6, 6799887 

che é il logaritmo richiesto. 
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!»7. È chiaro che dedncendo dalla posta proporiione x, 
OYTcro la fraaione da aggiungersi a logaritmo p onde a- 
▼ere il logaritmo del anmero dato, non commettiamo o 
rore nelle 7 cifre decimali con cui esprimesi questo loga- 
ritmo; ma si avverta che tal regola non è da applicarsi che 
ai numeri maggiori di loooOy perchè da quanto abbiamo 
mostrato deducesi, che relativamente ai numeri che so- 
no molto al di sotto di loooo non si può dire che D en- 
tro certi limiti sia costante » eppure questi limiti sono à 
ristretti , che non si può istituire la detta proporzione seiu 
za timore di errore. Di più si avverta che la regola suin- 
dicata è insufficiente, allorché vuoisi impiegare per deter- 
minare i logaritmi dei numeri ^ 5ooo 000; vero è che es- 
sa dà sempre esattamente le prime 7 cifre decimali ; ma sic- 
come (a4) nei logaritmi dei numeri ^ 5ooo odo, D non si 
manifesta che oltre le sette prime cifre , però allorquando 
il bisogno richiede di mettere in calcolo numeri si grandi, 
conviene esprimere i logaritmi loro con assai più cifre de- 
cimali ^ e ricorrere a tal oggetto ad altre regole che qni 
non è d' uopo indicare . 

n quarto proporzionale x si potrebbe ottenere anche 
mediante le due proporzioni seguenti 

I : D : : o, a : D X o, a &» i8| a 

I : D : : o, o5 : D X O9 o5 >» 4» ^^ 

xaes aa, 75, = a3. 

n qual calcolo si riduce a moltiplicale D per a e per 5, ed 
a fare la somma dei risultati , avvertendo che il primo pro- 
dotto esprime decimi, ed il secondo centesinu, di dieci- 
millesimi , e che in conseguenza conviene porre i prodotti 
medesimi a scala nella maniera che qui sopra si vede. 
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^8. Ma riflettasi clie nelle tavole logaritmiche soglion es- 
sere indicate in margine le differenze dei logaritmi , ed i pro- 
dotti di esse differenze per ciascuno dei nnmeri i» a, 3, 9, 

mancanti per altro della loro ultima cifra ; la quale è per 
noi inutile, poiché non influisce su la parte decimale che 
conserviamo: i prodotti che corrispondono alla differen- 
za iy=^ gì 
sono 9, 18 y 27, 36, 46, 55, 64 9 73, 83. 

per I, a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

e questi appunto sono quelli, che così disposti troviamo 
in margine della tavola suddivisala (28) • Ora è chiaro che 
per determinare x si può profittare di questi prodotti fa- 
cendo a meno dei calcoli che abbiamo indicati qui sopra: 
nel nostro caso presi quelli che corrispondono respettiva- 
mente a 2 e 5, presi cioè i prodotti 18 e 46 

18 
46 

21,6 

ed avendoli posti uno sotto l' altro scalati , affinchè le cifre 
della stessa denominazione siano in colonna, e sommatili, 
si trova X = 22, 6 ovvero 23 diecimilionesimi , come sopra . 

29. Ora passiamo a vedere come possa determinarsi il 
numero corrispondente ad un logaritmo di cui non si tro- 
va l'identico sulle tavole. 

Sia per esempio 2,6799387 questo logaritmo; la parte 
decimale del medesimo cade fra quella di 

log 47857 =«*, 6799455 

e quella di log 4?^^ **= *» 6799^64 

la cui differenza è D =s o, 0000091. 

36 



^ 

J 
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fra il logaritmo dato «= %^''99^^7 

e log 47»56c=^ % 6799^64 

la difFereaza è d-^ 0,000002 3. 

Or dalla proporzione 

D : i Gss di X 
si ricava 

d a5 

Così aggiungendo la frazione o, 25 a 47^^^» otterremo il 
numero 47 ^^^> ^^ i^ ^^ <^^ logaritmo avrà una mantis- 
sa uguale a 6799387, rhe è quella del logaritmo dato; 

dunque 

^> 6799^87 = log 478, 5625. 

L'opèrasione si riduce a dividere per la differenza dei doe 
logaritmi consecutivi, fra i quali è compreso il logaritmo da- 
to , r eccesso di questo logaritmo sulF inferiore di essi . Le 
cifre del quoziente si pongono alla destra <Ìel numero che 
corrisponde al medesimo logaritmo inferiore : indi vi si 
colloca la virgola in modo che la parte intera del numero 
risultante abbia tante cifre , quante sono le unità contenute 
nella caratteristica del logaritmo dato più una ; questo cor- 
risponderà al logaritmo del numero stesso. Il quoziente t 
non dovrà spingersi oltre le prime due cifre , perchè D , e rf 
non contengono che due, o tre cifre decimali , mentre ne 
dovrebbero contenere un numero indefinito, e sappiamo 
che quando nel dividendo e nel divisore si sopprimono le 
ultime eifre , non possiamo contare che sulle prime due ci- 
fre del quoziente, le altre risultando inesatte. D' altra par- 
te (27) il numero corrispondente, datoci dalla proporzio- 
ne fra le differenze dei logaritmi e dei numeri non può ol- 
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trepaosere 5 000 ooo, ovrero aon può conifliiere più di 7' 
cifre y comprese le decimali • 

£ qui giova ripetere l'arvertenza data al n.° 3o, cioè«;lie 
la medesima proporzione non si paò ri||oro8amente istituì* 
re che pei numeri magfgiori di loooo. 

So. Ma per passare dal logaritmo al numero si pu4 pro- 
fittare eziandio delle tavolette delle parti proporzionali, fa- 
cendo un operazione inversa a quella, che fu indicata al 
n.^ 3i. Cercheremo in primo luogo la differenza D dei lo- 
garitmi consecutivi fra quali cade il logaritmo dato ; quin- 
di la differenza d fra il logaritmo dato, ed il minore dei 
due suddetti : ciò fatto , cercheremo nella tavoletta dei pro- 
dotti di D, quello di p immediatamente minore di ^; la 
cifra corrispondente a p sarà la prima del quoziente; sot- 
trarremo p dsL df alla destra del resto porremo uno zero 
ed avremo d'-^ cercheremo il prodotto p' immediatamente 
minore di d' : la cifra corrispondente a p' sarà la seconda 
del quoziente. Se con questo metodo volessimo avere una 
terza cifra del quoziente, non avremmo un risultato esatto. 
Ecco il calcolo . 

n log. dato è % 6799387 
il log. minore è *, 6799364== log 4? 856 

l3=£/ 

18 =/7 corrispondente a a 

5o »=» J' 
46 sa- /i^ corrispondente a $ 
si trova 4,6799857 «log 478, 5625. 

IX. Dei logaritmi delle /razioni, 

k 
3i. Cerchiamo il logaritmo x ddla frazione -jr . Se fo»- 
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•e k'^hf je sarebbe l' eccesso del logaritmo di A sopra 
quello di A y ed il quesito non presenterebbe difficoltà ; ma s* 
fosse ^ ^ A, sarebbe log X- ^ log hy ed in tal caso non si ve- 
de qual valore potrebbe assegnarsi al logaritmo richiesto • 
Si osservi , che in ambedue i casi di m^ yt e di m^ n^m 
dipende dall' equazione 



IO 

•vrero 



X *» 



n 

9 



X m 

IO 



perlochè presi i logaritmi da ambe le parti , troviamo 



ovvero ancora 



X ^ 

log I — log IO «= log — J 



log!— *— log — , 



m 
donde si ricara 

#«logi— log — ; 

quindi , poiché per ipotesi log i ss o , sarà il logaritmo del- 
la frazione — uguale al logaritmo della frazione — pre- 
n ' m 

so negativamente. 

Dunque i logaritmi delie frazioni propriamente dette so- 
no negativi . 

3a. Ciò è d'altronde consentaneo alle regole dietro le 
quali si fa il calcolo delle frazioni : infatti ponendo 

K=-PX— = P:— , 
otterremo " "^ 

log K a» log P 4^ log — an log P log — 



APPEOTDIGE :a85 

doye sì vede che a log — si può sostituire log — y purché 

però se l' uno dee entrare in calcolo per addizione , V altro 

▼' entri per sottrazione , e viceversa ; lochè esprimesi più 

brevemente dicendo che ad uno di essi logaritmi si può 

sostituire V altro preso negativamente. 

35? 
Cerchiamo il logaritmo deUa frazione — i . 

log 873 = 2,941014^ 

log 357 = 2, 55a668a 

873 1 

log Tc"= o> 3883460 

357 
dunque log -^^ = — o, 388 3 460 . 

33. Per ottenere il logaritmo d'un numero composto 
d'un intero e d' una frazione, primieramente si somma- 
no le due parti, facendone un solo numero frazionario; 
quindi se ne determina il logaritmo , sottraendo dal logarit* 
mo del numeratore quello del denominatore. Per esempio 

cerchiamo il logaritmo di 34 > —r . Si vede ch« 

x5 x5 

log 5i7 =2,7134905 
log 15 = 1,1760913 

log 34, —■— 1,5373992 

^4. Se la frazione di cui si vuole il logaritmo fosse deci-* 
male, si sopprimerebbe la virgola , si cercherebbe il logarit* 
mo dd risultato, e si sottrarrebbe questo da un numero di 
tante unità , quante cifre decimali sono nel numero dato . 



> 
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Si YOglia il logaritmo di o, o3567. 

log 3567 =3 3, 5523o3i 
5 — 3, 55a3o3i = i, 4476969 

dunque log o,o3567 = — 1,4476969. 

Quando la frazione decimale è periodica , primieramen* 
te si riduce in frsizione ordinaria , e quindi si procede co- 
me sopra. 

35. Quindi è che se un logaritmo di eui si ynole il nu- 
mero corrispondente sarà negatiTO, questo numero non po- 
trà essere che una frazione. 

Sia — /il logaritmo di cui dobbiamo cercare la frazio- 
ne corrispondente p ; posto 

— / 

IO sss,p 

e moltiplicati i due membri per xo^, nel supposto che sia 

«^/, avremo 

n — / n 

10 9=»io'p 

dove n — / sarà un logaritmo positivo » di etti é facile tro- 
vare il numero corrispondente, ed è manifesto che questo 

numero diviso per 10 darà /?: dunque per trovare la fra* 
zione che corrisponde ad un dato logaritmo negativo , bi- 
sogna aggiungere al medesimo logaritmo tante unità, che 
bastino a renderlo positivo; cercare il num^o corrispon- 
dente al risultato ; indi dividere esso numero per una po- 
tenza di IO indicata dal numero delle unità aggiunte; lo 
che si fa, come sappiamo , avanzando la virgola di tante 
cif)re, quante sono queste unità. 

Debbasi trovare il nimiero che corrisponde al logaritmo 
negativo 
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-^3,8010956; 

«aggiungendoTi 4 unita, avremo i, 1989044» ft cyi corrispon- 
de il numero t5, 809;. dividendo questo numero per 10^, il 
qnoziente sarà 0,0015809; dunque 

— a, 80 1 0956 = log o, 00 1 5809 

36. Si può giungere al medesimo intento anche colla re- 
gola seguente. 

Indicando con n il numero corrispondente al logaritmo 
dato preso positivamente 9 sarà 

n '^ 

dunque il numero cui corrisponde — /è V unità divisa pel 
numero che corrisponde al logaritmo dato preso positi- 
vamente . 

Ma questa regola, come quella cbe conduce ad un risul- 
tato non troppo prossimo al vero, non è da adoprarsi che 
nei casi in cui non si esige grand' esattezza. 

X. DeWuso dei complementi animetici» 

37. Il complemento aritmetico d*itn numero è recoetso 
ddr uaità d' un ordine immediatamente superiore sàV ordi- 
ne maasirao idi q«e^o numero, sopra il numero stesso. Cosi 

1000 — 517 =3 483 

«ara il complemento di 517. 

Il complemento però d'una frazione decimale priva di 
umtà intere è costantemente l'eccesso d'una un ita. di se- 
cond' ordine, cioè io, su la frazione medesima. Così 
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IO — 0^335 «sa 9, 765 

•ara il complemento di o» a35. 

I complementi aritmetici si possono impiegare nelle no- 
meriche operazioni per cambiare le sottrazioni in addizio- 
ni; poiché essendo 

— 517 = 4^3 — 1000, 

O, 235 es 9, 765 IO , 

è manifesto che invece di sottrarre un numero , si può ag- 
giungere il suo complemento) e quindi togliere un'unità 
dell'ordine immediatamente superiore all'ordine massimo 
del numero stesso • Per esempio sia 984 — 517 essx. 

984 ^984 

+ comp. di 5x7 = 483 5i7 k=. 1483 

1467 jt=4^7 

— 1000 



X tea 467 

Nell'operazione si può denotare per i T unità che debbe 
efser sottratta , avvertendo di situarla nella colonna delle 
cifre del suo ordine. 

38. Frattanto sembrerà che l'uso dei complementi non 
possa servire alla brevità delle aritmetiche operazioni, trat- 
tandosi di sostituire al calcolo di una sottrazione , altro cal- 
colo che comporta una sottrazione ed un'addizione; ma 
si rifletta che per trovare il complemento d'un numero , 
basta sottrarre la prima cifra significativa a destra da io 
e tutte le altre da 9, sottrazione sì semplice , che si può fa- 
re anche mentalmente allorquando si ha sott' occhio il nn- 
mero, o mentre vengono dettate le sue cifre una ad una: 
D' altra parte vuoisi che i complementi aritmetici non sif- 



DO introdotti che nei calcoli nei quali lian laogo più addi- 
zioni ^ o sottrazioni successive. 

39. L' impiego dei complementi aritmetici offre il mez* 
7.0 di esprimere i logaritmi ddle frazioni più semplice- 
mente di qnel che comporterebbe la convenzione indi- 
cata (3i). 

Sia proposto di trovare il logaritmo di — . 

47 

potevamo dire invece 

•» 

log — a=s log 3i + compi, log 4? — 10 

log Si = 1, 4913617 
comp. log 4? =^ 8, 3279091 

9,8192638 

quindi avremo 

log -—=19,8192638, 

ovvero, non effettuando la sottrazione delle io unità che 
sulla caratteristica 9, 

log — = i,8i9263ft. 

Così aggiungendo al logaritmo del numeratore il comple- 
mento del logaritmo del denominatore, quindi togliendo 1^0 
dalla caratteristica del risultato, abbiamo il logaritmo della 
frazione il quale avrà la sola caratteristica negativa. 

40. Ciò vale anche per le frazioni decimali. Per esempio 

log o, 0029 = log 29 — 4 

log 29 s= I, 4623980. 
dunque 

log o, 0029 Bs 3, 4623980. 

s? 
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4i- Or se fosse proposto di trovare il munero corrispon- 
dente ad uno di questi logaritmi, per esempio a a, 96501 35, 
dovremmo sopprimere la caratteristica, cercare il ninnerò 
corrispondente a 0,96501 35, il quale è 9*226; quindi dÌTl* 
dere questo numero per una potestà di 10 indicata dalla 
caratteristica soppressa* dunque 

3,9^5oi35 =log 0,09^26 

42. L'uso di questi logaritmi contribuisce a sempliciz- 
zare il calcolo logaritmico più di quello, che non fanno i 
logaritmi interamente negativi. Infatti si osservi, che per 

moltiplicare il logaritmo 2,6782821 

ex. gr. per 6 

si fa il prodotto della mantissa 4» 0693926 

poi quello della caratteristica 1 2 

lo che dà "S, 0693926 . 

E dovendo dividere il logaritmo 5, 6835 172 ex. gr. per 9, si 
comincia con aggiungere alla caratteristica tante unità nega- 
tive che bastino a renderla divisibile per esso numero 9, ed 
altrettante unità positive, affinchè il valore del dato loga- 
ritmo non venga alterato ; poi si fa la divisione nel seguen- 
te modo: 

6, 6835172 = — 9 -4- /„ 6835172; 
ed — X 5, 6835172 = 1, 5203908. 

XI. Deir uso delle tavole trigonometriche sessagesimali, 

43. Dopo avere esposta la teoria e 1* uso delle tavole dei 
logaritmi dei numeri naturali > non sarà inopportuno tener 
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proposito dei logaritmi delle rette trigonometriche delle 
quali la trigonometria insegna come possa determinarsi il 
ralore in parti del raggio . 

Noi però non prenderemo ad esporre i metodi speciali 
coi quali sono stati trovati tali logaritmi , non essendo que~ 
st» il luogo opportuno per discorrere simil materia; sup- 
porremo adunque le tavole trigonometrico-logaritmiche già 
costrutte I e ci limiteremo ad indicarne Fuso: perlochè ri- 
correremo, come abbiamo fatto pei logaritmi dei numeri 
naturali, alle tavole di Gardiner menzionate alla pag. 276, 
le quali per quanto viene attestato dai pratici sono pur« 
correttissime rispetto alle rette trigonometricbe. 

44* In queste tavole si trovano i logaritmi dei seni e del- 
le tangenti di secondo in secondo pei quattro primi gradi, e 
di dieci in dieci secondi pel resto del quadrante . Or non 
considerando che i gradi, i quali sono indicati ali* estremità 
superiore d*ogni pagina, si potrebbe credere che la tavola 
non potesse immediatamente somministrare i logaritmi del- 
le rette trigonometriche al di là del quarantacinquesimo 
grado; ma se si osserva che le colonne sopra le quali so- 
no poste le denominazioni sen^ cos, ec. , hanno al di- 
sotto i titoli di cos, sen , ec, vedremo chiaramente che 
tenendo dietro a questi titoli, come ancora alle colonne 
ascendenti poste a destra per indicare i minuti ed i se- 
condi, si possono avere dalla tavola stessa i logaritmi an- 
cora dei seni, coseni, ec, dal quarantacinquesimo sino al 
novantesimo grado . Perciò la tavola somministra i logarit- 
mi dei seni, coseni, ec, di dieci in dieci secondi non so- 
lo pei quattro primi gradi , cioè da o a 4 ^y come abbiamo 
detto, ma eziandio pei quattro ultimi gradi del quadrante, 
«ioèda86^ sino ago*. 
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45. Se l'arco o 1* angolo dato contenesse dei secondi, e 
non si troTa^se ne' limiti de' quattro primi gradi o de'quat- 
tro ultimi, allora couTcrrebbe ricorrere alle tavolette delle 
differenze y e lare il calcolo in un modo analogo a quello 
che abbiamo indicato (28) tenendo proposito dei logarit- 
mi dei numeri . Ciò suppone che le differenze dei logaritmi 
dei seni , coseni , ec. , si considerino come proporzionali 
alle differenze degli archi» e sebbene questa proporzione 
sia inesatta, pure quando si istituisce ne' dovuti limiti, dà 
tina sufficiente approssimazione. 

46. Giova osservare che le differenze tra i logaritmi del- 
le tangenti sono comuni ai logaritmi delle cotangenti ; in- 
fatti essendo a ed a' due archi, dalle equazioni 

R» R» 

ricavasi die 

log tang a — log tang a! «= log ept a' — log cot a . 

I logaritmi delle tangenti e delle cotangenti maggiori del 
raggio sono maggiori di io: ndle tavole però la diecina è 
stata soppressa , e non si trovano indicati che i resti ; per 
cui sarà d'uopp aggiungere ai resti medesimi io, ogniqual- 
volta occorrerà di metterli in calcolo. 

47. Poste queste avvertenze prenderemo a fere i seguen- 
ti calcoli, i quali terranno luogo d'ogni ulteriore spiega- 
zione intorbo all' uso delle tavole trigonometriche . 

i.^ Preponiamoci di cercare il logaritmo del seno d'un 
arco contenente gradi, minuti, secondi e frazioni di se- 
condo . 

Sia questo arco per esempio 6° 3a' Sy", S. 
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togsen 6<* W So" (diff. i836} . . 9,o566!ki8 

per 7" • • ia85a 

per O9 8. . • 14688 

log seni'* Sa' 37", 8 9, 0567650 

a.** Cerchiamo il log. del coseno dell* arco 83®a7'aa",2. 
log cos 83® a7' 3o" ( dUT. 1 836 ) . . 9, o5662 1 8 

per — 7" ia85a 

per — 0,8 14688 

log cos 83*27'3o"2 9,0567650 

3.® Cerchiamo U log. della tangente dell'arco 80i3'5a",76. 
logtang 8<*i3'5o" (difif. i486) . . 9, i6o3o83 

per 2" 2973 

per 0,7 io4oa 

per 0,06 8916 

logtang 8®i3'5a/'76 9,1603493 

^.^ Cerchiamo il log. della cotangente dell* arco 8i*46'7'',a4. 

logcot8i®46'io"(diff. i486). . 9, i6o3o83 

per — 2" 2973 

per — 0,7 io4oa 

per — 0,06 8916 

logcot 8i®46'7",a4 9, i6o3493 

48. Ora passiamo alla risoluzione del quesito inverso, 
cioè supponiamo che sia dato il l<^aritmo d'un seno, o di un 
coseno, ec, e proponiamoci di trovare l'arco corrispondente. 

i.^ Per esempio, sia dato log senx:= 9,0 56750. Nelle 
tavole fra i log-sen minori di questo il più prossimo è 
9,0566218, il quale corrisponde a 6^3a'3o''. La differen- 
za col logaritmo dato è i43a, e la differenza tabulare cor- 
rispondente a io'', è i836. In conseguenza divideremo i43a 
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per i836 ed i decimi del quoziente indicheranno secondi. Co- 
si trovasi 7", 8. Adunque l'arco richiesto sarà a: =^ 6®32'37",8. 
Ecco r esempio di questo calcolo , e di altri analoghi . 

log sen Jc^^f oSGySSo 

per 9,o566ai8 (diff. i836) . . . G^^Sa'Sc" 
1.° resto i43ao 7 

3.^ resto 14680 • • . 0,8 

X ^ 6<^32'37",8 

3.^ Cerchiamo Tarco x il cui coseno ha per loga- 
ritmo 9,0567650. 
log cos ic sr= 9,0567650 
per 9,o568o54 ( diff. i836) . . . 83^ 27' 20" 

i.^ resto 4^4^ 2 

2.^ resto 368o 0,2 

a?«=83^27'22",2 

3. ® Cerchiamo V arco x la cui tangente ha per Ioga- 
ritmo 9,1603493. 

log tàng ^ := 9> 1603493 

per 9, i6o3o83 ( diff. i486 ) . . . 8^ i3'5o" 

i.^ resto 4ioo .^ . • 2 

^.* resto 11280 0,7 

3.^ resto 8780 o,oG 

x=8°i3'52",76 
4*^ Cerchiamo l'arco x la cui cotangente ha per loga- 
ritmo 9, 1603493 . 
log cot ^ «== 9> 1603493 
per 9, 1604569 ( diff. i486 ) . . . 81 * 46'o'' 

1.® resto 10760 7 

2.^ resto 358o. 0,2 

3.® rest# 6080 o,o4 

* = 8i^46^7",24 
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49. Le formule trìgonometriche vengono ordinariamente 
determinate nella ipotesi di R= i. Ora volendo istituire a 
seconda di esse i calcoli y ed eseguirli mediante le tavole, è 
d' uopo ristabilire nelle formule stesse l'omogeneità y pren- 
dendo logR=:=^ IO, come viene indicato dalla trigonometria. 

Ma v'ha un' altra regola: questa suppone che le formule 
si lascino nel loro stato, cioè che si conservi l'ipotesi diR= i, 
t che si tolgano 10 unità da ogni logaritmo che ci vien da- 
to dalla tavola . È utile fare questa sottrazione sopra la sola 
caratteristica , la quale talvolta diverrà negativa , e più an- 
cora sarà vantaggioso d' impiegare i logaritmi come ci ven- 
gono dati dalla tavola correggendo convenientemente il re« 
sultato. Questa correzione sarà sempre facile a farsi ; peroc- 
ché i calcoli che si fanno coi logaritmi sono o addizioni o 
sottrazioni , ed è chiaro che ogni logaritmo additivo rica- 
vato dalla tavola porrà una diecina di più nel risultato , ed 
ogni logaritmo sottratti vo vi porrà una diecina di meno . 

50. Per abbreviare i calcoli poi dovremo sempre sosti- 
tuire alla sottrazione d'un logaritmo l'addizione del suo 
complemento aritmetico. Allora la diecina che si dovrebbe 
sottrarre da questo logaritmo corrispondentemente all' ipo- 
tesi di R =» i, sarà compensata da quella, ohe vi si trova ag- 
giunta prendendone il complemento . Del resto l' errore di 
una diecina in un logaritmo sarebbe si sensibile che non 
potrebbe rimanere inosservato. 

5i. Frattanto prendiamo a fare i due seguenti calcoli per 
viemmeglio schiarire le regole e^oste. 

I.® Sia x = 419 X sena 4®^; 

sarà logj: = log4i9-|-alogsen 40*. 

Or ricavando dalle tavola log sen 40^9 il lo^-x conterrà due 
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diecine di pia; consegaentemente fatta l'operazione, eonrer- 
rà toglierle dal risultato. 

a log 4o^ ss ig, 6i6i35o 

log^s a9a38349ocslogi75>.ia 

3i4XMn3o^ 
a.«Si. •«'*=4„Xcos«T&'- 

farà 

logsenjps=slog3i4 — Iog4xi+logsen3o^^— alogcoaiS*. 
Facendo uso dei complementi, le due diecine che conTcrrà 
togliere a a log cos i5^ saranno compensate dalle 3 diecine 
sopra le quali si prende il complemento di questa quantità 
sottrattiva . Il log sen 3o^ ed il complemento di log 4i > i^* 
troducono due diecine di più, ma cercando 1' angolo x per 
mezzo delle tayole , non doyremo togliere dal risultato eh* 
una sola diecina, come si vede qui appresso. 

log 3i4»» a, 49^9^9^ 
comp. log 41 1 =» 7i 386i58a 

log sen 30** =3B 9, 6989700 
a comp. log cos t5^ s=s o,o3of f a4 

log sen ^ «== 9, 6iai7oa Bs log sen 14^ io' 7*- 

« 

XII. Notizie storiche intomo atte più celebri 
tavole logaritmiche. 

5a. L* aritmetica fu arricchita ddl* ammirahile trovato 
dei logaritmi , allorché GioTanni Nepero scozzese rese di 
pubblica ragione le tavole da lui calcolate, intitolandole 
Logarithmorum canonis descriptio, seu arithmeticarttm sup* 
putationum mirabilis abbreviatio. Queste tavole, a cui tro- 



Vasi unità una spiegazione sul modo di farne uso nella ri-' 
soluzione dei, triangoli j stampate per la prima Tolta in E- 
dimburgo ndl'anno 16x49 determinano l'epoca di una tal 
ìnTenzione. Nondimeno Beniamino Bramer asserisce che 
Byrge, senza conoscer le tavole di Nepero, ayera costruii 
te altre tavole progressive aritmetiche e geometriche , il 
cui manoscritto fu trovato e riconosciuto da Kaestner Pro- 
fessore di Matematica nell' Università di Gottinga; ma seb- 
bene esse non abbiano alcuna cosa a comune colle tavo- 
le di !Nepero , pure stante la posterìor pubblicazione delle 
medesime seguita nel i6ao, non si può concedere che Byr- 
gè abbia inventati i logaritmi prima di Nepero. 

53. Gli studiosi saranno vaghi di conoscere il modo con 
cui Nepero concepì i logaritmi , ed il metodo eh' ei tenne 
per costruùrne le tavole. A tal oggetto essi potranno con- 
sultare r opuscolo di Nepero stesso, intitolato Mirifici lo^ 
garìtkmùrum canonis constructio, ec. pubblicato nell'anno 
16 18 dopo la di lui morte, da Roberto Ifepero suo figlio. 
Frattanto ne basti avvertire che Peperò nel proposito di 
Tendere la sua scoperta specialmente utile alla pratica della 
Trigonometria, non calcolò che i logaritmi dei seni di mi- 
nuto in minuto per tutto il quadrante, ponendo il logarit- 
mo del raggio uguale a zero, e adottando quel sistema in 
cui il logaritmo dell' unità è zero , il logaritmo della base è 
uguale all'unità, e la base stessa è espressa per una quanti-» 
tà incommensurabile. Questi logaritmi sono stati chiamati 
iperbolici o naturali, ma aderendo al consiglio del signor 
Lacroix, meglio è distinguerli col nome di neperiani, in 
memoria del loro illustre autore , che a questa scoperta de- 
te il suo primo titolo di gloria. 
54. Dopo Nepero molti benemeriti geometri presero a 

38 
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perfesionare la di lui inreaiìane; alcuni ne resero più chia- 
ra la dottrina, altri rifecero i cakoii, e caibbiarono il si- 
stema dei logaritmi y scegliendo una base più conTeniente 
alla numerasione decimale; né mancarono infaticabili Cal- 
colatori che amplificassero le tavole e le portassero a mag- 
giore esattezza: lo che non è da meravigliare, xK>ichè le in- 
venzioni che si possono ridurre a pratica utilità pervengo- 
no rapidamente allo stato ddla maggior perfezione. Keple- 
ro, Briggs, Gunther, Gellibrand, inglesi; Adriano Wlacq 
olandese; Beniamino Ursino tedesco , il quale fece cono- 
scere il primo la scoperta dei logaritmi nella Germania; 
Dionisio Henrion, ed Eduardo Wingate che concorsero 
entrambi a renderla nota per la prima volta alla Francia, 
ed il P. Bonaventura Cavalieri discepolo del divino Gali- 
leo, che lo stesso vantaggio arrecò all' Italia ,. sono tatti 
insigni geometri quasi contemporanei di Nepero che hanno 
diritto di essere rammentati come coloro che più contri- 
buirono a perfezionare, e diffondere il canone dei logaritmi. 
55. Giovanni Keplero celebre Astronomo, inventore del- 
le tre analogie dei pianeti che anche oggi conservano il 
suo nome, nel 1624 diede in luce un libro intitolato ChiUas 
logioithmorum ad totidem numeros rottindos prcemissa de- 
monstratione legUima orius , e nel i6sà5, Supplementum 
ehiiiades logariehmomm, ove trovasi la dottrina dei logaritmi 
basata sulle proprietà delle proporzioni geometriche, e re- 
sa indipendente dalla considerazione del moto di cui avea 
profittato Nepero ; ma nelle tavole conservò il medesimo 
sistema di logaritmi: in esse vedesi il valore deg^ archi 
subordinato a quello dei seni, inguisachè, mentre i seni 
crescono uniformemente, gli ardu procedono per conse- 
guenza senza legge. 
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56. Anche Beniamino Ursino matematico 4eU' Elettore di 
Brandeburgo, nella sua Trigoncooietria piiUblicata nel z6aS 
conservò il sistema dei logaritmi nq^enani : esM ha per ti- 
tolo Trigonometrìa cum magno i/ogtBtrìthmorum canone; y\ si 
troyano i seni naturali di io in io secondi per tutto il 
quadrante y e i loro logaritmi disposti nel modo praticato 
da Nepero . Ursino però calcolò i seni ed i loro logaritmi 
con una cifra di più, ponendo il raggio uguale a cenComil- 
lioni. La Trigonometria rettilinea e sferica che in questa es- 
perà si trova diffusamente trattata è preceduta da molte no- 
zioni di Geometria , e ricolma di calcoli numerici destinati 
a far ampia spiegazione dell' nso delle tavole. 

Ursino avea nel 1618 già pubblicata altr' opera sotto il 
titolo di Trigonometrìa iogarìthmica miàus disceniiiim ac^ 
modeOa, la quale non è che il Mirìfici logarithmorum cano* 
nis, in alcuni luoghi modificato ed arricehito di note. 

57. Eurico Briggs professore di Geometria a Londra, abban- 
clonò il primo il sistema de' logaritmi iieperiani ; vuoisi che 
egli ne conferisse con Nepo^o, e che ad istigazione di lui 
si accingesse a comporre nuove tavc^e in modo che la pro- 
gressione geometrica fondamentale fosse I9 io, 100, 1000, ec, 
o che la basey vogliam dire quella quantità che cqlle sue 
successive potestà genera i termini della progressione me- 
desima , fosse IO. Nepero nella sua opera Mirifici logarith^ 
morum canonis propone questa vantaggio^ modificazione 
al suo trovato, che d'altra parte è consentanea sd sistema 
di numerazione in uso • 

Briggs rese di pubblica ragione la soa opera a Londra nel 
i6a4 intitolandola Arithmetica logétritAmica^ la quale si com- 
pone d' una tavola di logaritmi del numeri dall' i al aoooo 
e dal 90000 al looooo , calcolati con i4 cifre decimali ^ e 
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d' un discorso «olla natura, proprietà ed uso dei logaritmi , 
Ma Briggs nel 1618 area già dato alla luce un saggio od 
suo lavoro intitolandolo LogarUhmorum chUias prima, che 
contiene i logaritmi de* numeri dall' i al 1000 • Il proposito 
di Briggs era di calcolare eziandio i logaritmi dei seni e 
delle tangenti per tutti i centesimi dei 90 gradi àéL qua- 
drante, e di riempiere la lacuna della suddetta tavola dal 
numero 30000 al 90000; ma non lo potè interamente ef- 
fettuare, che nel i63o fu prevenuto dalla morte. Al primo 
lavoro supplì Enrico Cellibrand,*ed aU* altro Adriano Wlacq» 
come passiamo a dire. 

58. Enrico Gellibrand professore d'Astronomia a Londra 
condusse a termine la summentovata tavola dei logaritmi 
dei seni e tangenti per ogni centesimo di grado , che fu pnÌH 
blicata nel iG33 congiuntamente ad un trattato di Trigono* 
metria sotto il titolo di Trigonometrìa britannica . Goudct 
i633. Quivi trovansi espressi con 14 decimali i seni natu- 
rali ed i loro logaritmi per tutti i centesimi dei 90 gradi 
del quadrante, come pure le tangenti e le secanti naturali 
ed i logaritmi delle tangenti di questi archi , ma con dieci 
decimali soltanto. Nella prefazione Gellibrand asserisce che 
Briggs verso il 1600 avea già calcolati i Stox naturali dei 
centesimi di grado come pure le tangenti , e le secanti eoa 
i5 cifre per mezzo di metodi algebrici. 

59. E qui occorre che si rammenti Gunther cooperatore di 
Briggs il quale col suo Canon oftrìangles, stampato in Lon- 
dra nel i6ao arricchì l'Astronomia delle prime tavole lo- 
garitmico- trigonometriche calcolate sopra la base io. Que- 
ste tavole contengono i logaritmi dei seni e delle tangenti 
per tutto il quadrante di minuto in minuto, espressi soa 
^ette deciq^ali. 
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t(o. Adriano Wlacq matematico e tipografo olandese fa cai*» 
colatore infaticabile; a questo l'intenzione de' logaritmi t» 
debitrice del suo maggiore incremento . IMel i6a8 egli dette 
alla luce una ristampa dell'Aritmetica logaritmica di Briggs, 
Àrithntetica lofforithmica, eelitio secunda per Adrìanum 
Wlacq . Goudm i6a8, dove supplì colla propria opera 
idla mancanza dei logaritmi dei numeri dal aoooo al 90000, 
e yi aggiunse i logaritmi dei seni, delle tangenti, e secanti 
di minuto in minuto . 

Dipoi Wlacq prese a far lavoro maggiore . Valendosi del- 
le grandi tavole di Retico pubblicate da Pitisoo, Thesaurus 
matkemaiicus eec, 161 3, ove già erano stati espressi con i5 
cifre i seni naturali d^li arcbi di io in io secondi, ne cai* 
colò i logaritmi con io cifre, e lo stesso fece relativamente 
alle tangenti; poiché come dice Lai ande {^) doveva egli a- 
vei* veduto che V uso dei minuti e dei secondi era più fa* 
migUare agli astronomi dei centesimi di grado, e che le 
differenze dei logaritmi erano troppo grandi al principia 
di questa tavola. Così nel detto anno i633 pubblicò la sua 
grande opera, la quale ha per titolo Trigonometria artifi^ 
eiaiìs sive mtigfius canon triangulonan logarithmicus ad ra^ 
dium IO 000 000 000, et ad dena secunda^ ab Adriano Vlao" 
co goudano construetus . Goudte i633. Questa opera di cui 
anche oggidì si fii uso comprende, i.° la trigonometria ret« 
tilinea e sferica, %P i logaritmi dei seni e delle tangenti 
con dieci decimali di io in io secondi, 3.^ i logaritmi dei 
nomeri naturali da i al aoooo, con i4 decimali estratti 
dall'Aritmetica logaritmica di Briggs. 
Wlacq non tralasciò di fare delle tavole portatili di cui so- 

O Astron. T. HI. p. 6a6. 
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no State fatte moitUsime edizioni ; la prima di esse porU la 
data dell' opera summentarata i633y ed ha per titolo Tabur- 
las sinuum, Uutgeniium etseeantùan, et logarithmi simium, 
tangentium et numerorum ab unitate ad zoooo cum aie- 
thodo facUUma, ittarum ope resoWendi omnia trìaagula 
rectiUnea eisphanica, etpbirimas quaesti^nes astronomica^, 

6i. Il P. Bonorentara Cavalieri nd suo Directorium gene- 
rale uranometrieum pubblicato in Bologna nel i632, che 
nella sostanza è la Trigonometria più completa, e più ric- 
ca d'applicazioni che si potesse bramare in quel tonpo, 
inseri una tavola di logaritmi de' seni , tangenti , secanti, ec., 
che vuoisi essere stata la prima italiana . Questa tavola fìi 
in allora utilissima, perchè gli archi vi procedono di se-, 
eondo in secondo fino al quinto minuto , di cinque in cin- 
que secondi fino al decimo minuto, di io in io sino al 
ventesimo, di ao in ao sino al trentesimo, di 3o in 3a si- 
no a i grado e 3o minuti, e per il resto del quadrante cre- 
scono di minuto in minuto . Inoltre vi sono i logaritmi dei 
numeri da i al loooo. 

6a. Quanto ai francesi , diremo coli' illustre Montuela, 
che in quell'epoca l'opera loto sopra tal materia , si ristrin- 
4Be a raccorrò i frutti nati e maturati in altri dimi • Henrioa 
il primo dette alla luce in Francia una tavola di logaritmi 
nel 1626, Canon manuel des sinus, tangentes , et cou- 
pantes. Paris iBa^i; che contiene i logaritmi d^ numeri 
da I a aoooo con io decimali , e quelli dei seni e tangenti 
di minuto in minuto per tutto il quadrotte con 7 decimali 
soltanto . Wingate però avea già trattato dell* uso dei lo- 
garitimi in nn' opcca psdOdicataa Parigi nel z6a3, hi quale 
ha per titolo Usage de la règie de proportion en arithatéti-- 
que et en geometrie, ainsi que de V usage det iogarithmes. 
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63. Al principiare dd secolo passato essenjp cresciuto per 
r ayanzamento delle sdense l' oso dei logaritmi , e divenute 
rare le tavole di Wlacq di cui tutti gli astronomi facevano 
usoy molti geometri furono solleciti a pubblicarne altre più 
estese, e più esatte* A tal oggetto s'inventarono formule, e 
serie logaritmiche per cui più focile divenne la costruzione 
delle tavole e più rapidi i calcoH pei quali Briggs aveva fatta 
sì graa fatica : ma su ciò taceremo per non superare i con- 
fini che ci siamo prescritti nel dare sommariamente la sto- 
ria delle tavole logaritmiche • Ci contenteremo d* indicare 
colla massima brevità la serie degli autori di tavole logarit- 
miche più accreditati. Scherwin, Gardiner , Taylor e Hutton 
inglesi , Schulze dell' Accademia di Berlino , Giorgio Vega 
tedesco , Borda e Callet francesi, occupano tra questi il pri- 
mo luogo. 

£4* Scherwin nel 1724 pubblicò delle tavole a Londra , 
Scherwirts Matematical tabies, ec. London 17^4 in 8.^, ove 
inseri i logaritmi dei numeri da i sino a io 1000 con 7 deci- 
mali, i seniyje tangenti, le secanti, e seno-versi di minu- 
to in minuto si naturali che logaritmici per tutto il qua- 
drante; premettendo un discorso sopra la costruzione del- 
le tavole logaritmiche , nel quale si trovano raccolti i me- 
todi di Wallis, di Halley, e di Scharp. 

65. Tostochè furono esaurite le prime due edizioni di 
queste tavole, Gardiner ne pubblicò, u^a terza la quale com- 
parve nel 1741; e P^ supplire alle tavole di Wlacq, dive- 
nute rare, ei dette in luce nel 174^ le sue grandi tavole, 
Tabies of iogaritmes ec. London 174» in 4-^> contenenti i 
logaritmi dei nnmeri da i sino a 102000, e quelli dei seni 
delle tangenti di secondo in secondo pei primi 72 minuti, 
e di IO in io secondi pel resto del quadrante. Questa pri- 
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ma edizione delle tavole di Gardiner è 8ta,U semine rara 
•tantechè pochi esemplari se ne fecero . 

Il P. Pesenas attese perciò ad istigazione di laàsaaA» 
ad una nuova pubblicazione di queste tavole» la quale fu 
fatta in- Avignone ndl' anno 1770, aggiungendovi i loga- 
ritmi dei seni di secondo in secondo pei 4 primi gradi 
calcolati da Mouton, che ne avea già rimesso il manoscritto 
all'Accademia ddle Scienze. Callet poi ne fece altra edizio» 
ne portatile in 8.^ nel 1783 coi tipi di Didot, la quale noa 
ostantechè fosse accuratamente rivista da Jombert e da Cai* 
let medesimo pur non potè riuscire assai corretta. 

66. Nell'anno 1778 Schulze pubblicò una nuova raccolu 
di tavole logaritmiche, trigonometriche , ec«» ove si trovano 
i logaritmi dei numeri da i a io 1000; i seni , le tangenti ed 
i loro logaritmi colle loro differenze, per ogni minato del 
quadrante, e di io in io secondi pei tre piami gradi ; i lo- 
garitmi iperbolici dei numeri da i a 1000 calcolati da Wol- 
fram con 47 decimali ; ed altre tavole necessarie alla mate- 
matica pratica. 

67. Tra le tavole moderne però qudle di Vega meritano 
una particolare distinzione; esse sono da tenersi in gran 
conto non solo rispetto alla loro estensione, ma rispetto 
ancora alla loro massima correttezza. Tega nel 1783 pub- 
blicò a Vienna le Tavole e formule trigonometriche^ ecy ove 
si trovano i logaritmi ordinar] de* numeri da 1 a loiooo, 
con 7 decimali; i logaritmi neperiani da i a loooo con 8 
decimali; i logaritmi <}e'seni e delle tangenti di 10 in io 
secondi pei 6 primi ed i 6 ultimi gradi, e di minuto in mi- 
nuto per resto del quadrante, colle diffei'enze; e molte altre 
lavole con una estesa introduzione su la natura, calcolo, 
tà uso dei logaritmi; perlochè un tal libro riesce utilissimo 
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per la matematica pratica : vi si trovano inoltre indicati gli 
errori delle principali tavole logaritmiche. 

Ma queste non sono le sole tavole par cui Vega si è acqui* 
stato un diritto alla gratitudine degli astronomi: nel 1796 
egli pubblicò il suo Thesawrus logaritkmorum compieius ec., 
Lipsia 1796 ùijbg.y il qusde coiatiene i.^ i logaritmi natu- 
rali de' numeri da i a lo&ooo con io decimali , 1.^ i loga- 
ritmi dei seni e delle tangenti di secondo in secondo pei % 
primi ed i a ultimi gradi, e di io in io secondi pel resto 
del quadrante, parimente con 10 decimali, e tutti colle lo<* 
ro differenze, 3.^ un'Appendice contenente le formule per 
la risoluzione dei triangoli, ec., 4-^ i logaritmi neperiani cal- 
colati da Wolfram pd loooo primi numeri con 4B decima- 
li. Oltre a ciò trovasi a principio del libro una introdu* 
zione auU' uso di queste tavole. 

68. Non trascureremo di rammentare le tavole pubblica- 
te da ìli<^ele Taylor nell'anno 17921 come qudle che con- 
tengono i logaritmi dei seni e delle tangenti con otto deci- 
mali, di secondo in secondo per tutto il quadrante. 

69. La divisione centesimale del quadrante che per com- 
pletare la riforma delle antiche misure fu adottata dalla 
repubblica francese die luogo al calcolo di nuove tavole 
logaritmico-trigonometifiche ad essa divisione corrispon- 
denti . Borda sembra essere stato .il primo ad occuparsene 
in Francia ; lo asserisce Callet (*) il quale ci avverte di pii^ 
che il manoscritto delle tavole di Borda era .al suo termi- 
ne nell'anno 1793. Queste tavole forono poi arricdiiite di 
aggiunte e pubblicate, neU' anno 180 x d^ Delamb^e, sotto 
il titolo di Tables triptnométriqt/kes Klécwmies^ ^c. Pw^ an iZf 

{*) Tables poriativts de log» fìuù 17^5 p* ti» 

39 
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in 4*^ £Me ci offrono i.^ dne prefazioni una dcfl* autore, 
l'altra dell' editore Delambre, n^e quali si trorano am- 
piamente esposti i metodi algdirid per la costrazione ddle 
tayole, gli schiarimenti intomo al loro uso, e la Trigonome- 
tria rettilinea e sferica, a.^ i logaritmi dei numeri da looo 
sino a looooo con 7 decimali estratti dalla edizione ddle 
tavole di Gardiner fatta da Pezenas nei 1770 , di cni abbia- 
mo fatto parola qui sopra, 3.^ i logaritmi dei'nnmerì da i a 
1000 e ila 1 00000 a toaooo con undici decknali, 4-^ i lo^ 
garitmi dei seni e delle tangenti con 11 decimali di io io 
IO secondi centesimali sino a io minuti, e di io tn io mi- 
nuti pel resto del quadrante ^ 5.^ i logaritmi neperiani da 
I a 1000 con II decimali presi dalla tavola a 4^ decimali 
di Wolfram, 6.^ i logaritmi dei seni, secanti e tangenti Von 
sette decimali di 10 in 10 ^condi decimali sino a 10 mi- 
nuti, e di IO in IO secondi colle parti proporzionali calco- 
late per ogni secondo sino al terzo grado , e di minuto i» 
minuto eolle parti proporzionali di 10 in io secondi pel 
resto d^ quadrante. 

70. Le tavole trigonometricbe decimali pubblicate da 
Robert ed Ideler nel 1799 sono precisamente della stessa e- 
stensiòne di quelle di Borda, ma esse non contengono le 
recanti né le parti proporzionali già calcolate; contai gono 
però i valori dei seni e ddle tangenti espressi in parti del 
raggio. Delambre ei attesta che queste tavole sono cor- 
rettissime (*) . 

71. Ma le tavole di Callet che vennero la prima volta al- 
la luce nell'anno 1795 col titolo Tables portaUves de ì&^ 
g{iritkmes età, Paris Diàot 1796, in 8.^ presenf ano su quel-» 

(*) y.B^rdtt. Tables trigon , Paris* anncp. it3« 
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le che abluamo ranumentate molti vantaggi per gli ordina* 
rj calcoli ne' quali occorre fare uso de' logaritmi ; vi sono 
le tavole trigonometriche rdative alla divisione antica, e 
quelle che corrispondono alla nuova; oltracciò se ne con- 
sideriamo il merito tipografico, si può dire che fanno es- 
se il più bdl' elogio della stereotipia, e per quello che as- 
seriscono i pratici sono estremamente corrette. Lalande di- 
ce (*} a elles ont été vérifiées encore une fois en i8oa, et on 
« a tout lieu de croire qu' il n'y a plus de fautes », L' edi- 
zione del i8o3 comprende i.^ un discorso jMreliminare so- 
pra la spiegazione e V uso dei logaritmi oon molte appli- 
cazioni all'Astronomia, alla Nautica ecc. 2.^ i logaritmi 
de' numeri sino al 108000, numero di secondi sessagesima- 
li contenuti in 3o gradi, 3.^ i logaritmi briggianni e ne- 
periani con ao decimali dall' unità sino al i a 00; altri brig- 
giani con 61 decimali, e neperiani con 48 dall'unità al 
1097; ove bisogna avvertire che dal 100 in poi non sono 
stati indicati che quelli dei numeri primi, 4-^ i logaritmi 
dei seni e delle tangenti di diecimillionesimo in diecimillio- 
nesimo o di minuto in minuto, nuova divisione, 5.^ i lo- 
garitmi dei seni e delle tangenti di secondo in secondo pei 
S primi gradi, e di io in io secondi, divisione sessagesi- 
male, pel rin^anente del quadrante. 

72. In Italia furono un tempo stimate le Tavole trigono-- 
metriche di Giuseppe Toaldo già Professore di Astronomia 
neir Università di Padova , le quali sono congiunte ad un 
trattato di Trigonometria elementare ed a varie utili spiega- 
zioni su i logaritmi. Tratte quasi per intero dalle Tavole 
logaritmiche ,di Deparcieux hanno conte queste il pregio di 

O Taòles de log, par J, latandt. Y, Pr^ace, 
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essere estremamente corrette, ma contattociò non sogliono 
i geometri farne uso a cagione della loro 'brevità; iikiperoc- 
che contengono i logaritmi dei numeri sino al 10800 sola- 
mente , e quelli dei seni e tangenti di secondo in secondo 
pei dieci primi minuti, di dieci in dieci secondi pei quat- 
tro primi gradi , e di minuto in minuto per tutto il rima- 
nente del quadrante. 

73. Ora è d*uopo tener proposito della edizione italiana 
delle tavole di Gardiner ; essa fra tutte le tavole che abbiamo 
annoverate è quella cbe ci sembra più conveniente ai prin- 
cipianti onde si rendano esperti nel calcolo logaritmico : 
e perciò noi abbiamo supposto cbe le operazioni logarit- 
mico-trigonometriche che comporta il nostro Stiggio d un 
trattato di Trigonometrìa fossero eseguite con queste tavo- 
le alla mano. Le tre prime edizioni delle tavole medesime 
furono dirette dai PP. Canovai e dei Ricco; la quai^ta poi, 
Tavole logarìtmiche ecc. y Firenze, Stamperia Calasanzia'- 
na, 1827, si dee. alle speciali cure del P. Inghirami, astrono- 
mo di chiaro nome, dal quale è stata ridotta a miglior for- 
ma', ed arricchita di nuovi prdiminari: di più è accuratis- 
sima , e le tavole che contiene sono estese quanto occorre 
per gli usi ordinarj dei logaritmi; infatti esse comprendono 
i.^ i logaritmi ordinarj dèi numeri daU* i al 1000 con 20 
dedimali , e quelli dei numeri primi compresi tra 1000 e 
10141 parimente con 20 decimali, a.^ i logaìritmi ordinar] 
dei numeri dal 1000 al 108000, con sette decimali, 3.^ i 
logaritmi dei seni e tangenti di secondo in secondo x>ei 4 
primi gradi, e di io in io secondi pel resto del quadrante . 
I preliminari poi si raggirano su la costruzione ed usi dd« 
le tavole logaritmiche e logaritmico-trigonometriche, eso- 
so corredati d'una raccolta di formule d'Algebra, diGeo« 
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metria analitica, di Trigonometria piana e sferica , diGeo* 
desia, di Astronomia sferica, planetaria e nautica, e di al- 
tri rami di Fisica-matematica , al calcolo delle quali sono 
applicabili i logaritmi o che coi logaritmi hanno comunque 
rapporto . 

74. Termineremo facendo parola delle tavole pubblicate 
nel 1760 da LaCaille e Lalande, e di cui Lalande medesimo 
nel i8o5 ebbe cura di fare una edizione stereotipa molto 
corretta. H volume in cui sono contenute, dimostra la loro 
ristrettezza; esso è in 18.^ e di sole ai4 pagine, e non ti 
si trovano che i logaritmi dei numeri dall' i al loooo e 
quelli dei seni e delle tangenti di minuto in minuto sessa-» 
gesimale; tutti espressi con cinque decimali soltanto. Laon* 
de sembra che il loro uso dovrebbe esser limitato ai so- 
li calcoli in cui non si richiede l'estrema esattezza; ma gio- 
vi sapere che Lalande nella prefazione apposta alle tavole 
medesime dice « J' ai calculé queìques centaines d' éclipses, 
« et je n' y ai presque jamais employé d* autres tables que 
t celles que je public , parceque mon experience m' a fait 
« voir que 1' on n* a presque jamais dans l'observation une 
« précision qui éxige d' autres tables » . 

Nondimeno Marie e Reyuaud riproducendo queste ta- 
vole nel 1829 ( Paris, Bachelier ) hanno stimato opportuno 
di estenderle a sette decimali, aggiungendovi una istruzione 
ove vengono indicati i limiti degli errori che possono risul- 
tare impiegando i logaritmi dei numeri e delle rette trigo- 
nometriche, che le medesime tavole somministrano. 
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NOTA I. 
Sopra il vocabolo Fvkzionb. 

vxli antichi matematici distingaerano col nome di yirir- 
ùone d'una quantità, le differenti potenze di essa. Dipoi 
questo Tocabolo fu indistintamente applicato ai risulta- 
menti delle diverse operazioni algebriche . Quindi si chia«- 
narono funzioni di più quantità tutte le espressioni alge- 
briche le quali contenevano delle somme , dei prodotti , dei 
quozienti , delle potenze e delle radici di questa quantità • 
Finalmente una espressione algebrica non fìi reputata fun- 
zione d' una o più quantità, se non quando queste quantità 
erano variabili, cioè suscettibili di assumere qualunque va- 
lorc, 
n d'Alembert f^) dice «si chìsLmsL /unzione di x, ed in 
generale d' una quantità qualunque , una quantità com« 
posta di tanti termini quanti si vuole, e ndla quale x si 
trova in un modo qualunque combinata, o no con del* 
le costanti » . Il Lagrange (**) dice « si chiama /unzione 
d* una o più quantità ogni espressione di calcolo nella 
quale queste quantità entrano in un modo qualunque^ 
congiimte o no ad altre quantità che si considerano co* 



(') Encyclop. méthodique . 

(**) ThéQrie des Fonctions anaUtiqucs 
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« me aveati dei Talori dati ed iiiTaf iabili , mentrechè le 
e quantità della fanzione possono ricevere tatti i valori 
« possibili ». n Lacroix (*) poi si esprìme cosi « ogni quan- 
« tità il cui valore dipende da una o più altre quantità è 
« detta funzione di queste , sia che si conoscano o che 
« s* ignorino le operazioni da fersi per risalire dalle quan- 
« tità medesime alla prima • . Dietro ciò le radici d' una 
equazione del quinto grado sebbene non si possano alge- 
bricamente assegnare, nello stato attuale dell' Algdbra, pa- 
re sono da reputarsi fonziooi dei coefficienti dell'eqsasione. 
In tanta disparità, di definizioni io. mi sono attenuto al- 
l' idea pia generale , ed bo fatto uso del vocabol»y»jm9Jie 
ogniqualvolta ho avuta in mente d* indicare una. espressio- 
ne algebrica di più. quantità della quale non p^tevasi in- 
dicare attualmente la forma; quindi sapendo càe nella com- 
posizione d' una espressione qualunque dovevano entrare 
gli elementi a, 6, e, . . ho detto essere l'espressione medesima 
funzione delle quantità a» ^9 e ... e colla lettera greca f^^ 
ho indicata tal circostanza in questo modo 

È manifesta che. una tale nozione comporta che fjix de- 
menti delia funzione sieno costanti , o variabili, o in parte 
costanti ed in parte variabili , 

Questo d' altra parte è il senso più generale in cui viene 
adoprato il vocabolo yìfiizioae dagli scrittori di libri ele- 
mentari . 

(*) Traité de Calcul dijf. et int 
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NOTA n. 

Sopra V omogeneità delle funzioni . 

Le nozioni sopra l' omogeneità delle funzioni , esposte dal 
Signor Cauchy n«l Gap» III. §. 3., del «uo Corso d'Analisi, e 
dal Signor Poisson nella Introduzione al suo Trattato di 
Meccanica, mi hanno fatto nascere alcune idée ehe credo di 
doyere riferire a questo luogo a dilucidazione di ciò che 
ho detto sopra l'conogeneità , nel Gap. I della Introduzione . 

Ordinariamente chiamasi fìuizionje omogenea di più quan- 
tità a, by Cy ec.y quella espressione algebrica i cid termi?^ 
mini contengono un ugual numero delle quantità medesime 
come fattori : questo numero poi distinguesi col nome di 
grado o dimensione della funzione omogenea . Quindi è che 
se in una funzione omogenea delle quauctità Uj b^ e , ec. , 
camhieremo a in au y b ìa b Uy e in cUy ecy ogni suo ter- 

mine risulterà moltiplicato per una potestà di'u, per es. u , 
indicata dalla dimensione n della funzióne médesihia • Ciò 
ne conduce ad assegnare in un modo più preciso il criterio 
della omogeneità delle funaioni : poiché se dopo la sostitu- 
zione indicata, tutti i termini d'una funzione omogenea ri^ 

saltano moltiplicati per u , segue che la stessa dmxione rk-f 
salterà moltiplicata per la medesima poteAtà; laonde è càian 
ro che ima funzione dovrà reputarsi oiaogenea e del gNtda 
n tostochè, indicando eon «una quantità qiudunqve» per 
la sostituzione di a « in looga di a,, di b^ ip luogo di 6> 
di cu in luogo di i:,,ec. , essa si cambierà i|i altra funzione 

che abbia colla prima il rapporto indicato da u ; o in aU 
tri termiaì 
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sarà funzione omogenea del grado n rapporto alle quantità 
ay by Cj ec. y .allqrqttando aTremo, qualunque sia u, 

(fi(aUy bUy CUy,»)^= U <p{ay by Cy,. ,) , (l) 

Laonde 

a^ -^ab ^b^ y : y 

a-^-b 

le quali si cambiano in 

«a/aa ^ab^b*)y «• 3-- — , 

^ a+b 

saranno funzioni omogenee del a^ grado , ovvero di due di- 
mensioni; 

fl-l-è, yaby -, 

le quali si cambiano in 

ii(rt-4-<^), uf/aby u , 

saranno funzioni omogenee del i.^ grado, o di una dimen- 
sioiiey oyy^o.y come altrimenti si dice,yi//izio/t< lineetn; 

Ioga — log 6, —, 

le 4uali per la stessa sostituzione non vanno soggette ad 
alcun caittbìamento , lo cbe si può algebricamente esprime- 
re dicendo ebe risultano moltiplicate per u^, saranno fdn- 
xibnl omogenee d^ Uvi grado nullo , o della dimensione zero • 
<£ manifestò "cbè le funzióni fratte tion potranno essere 
omogenee se noh'^qcrando sdtàiino pattitaménte omogenei 
il num^atore ed' il denominatore: quindi il loro grado 
sairà indicato .dall' eccesso del grado dei numeratore sopra 
quello del denominatore. Adunque la frazione omogenea 
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sarà del grado — a . Infatti questa frazione si cambia in 

I a^'\'ab 

ovvero m u ^^ 



a^-^ab* 

Osservando che V equazione (i) dee sussistere per qualun- 
que valore di « , ne sarà concesso di sostituire — , ad « ; 

u 

perlochè avremo 



n , a b e 



(p{aybyCy.. .) = u ( — , — , — ,...) (il) 

u u u 

donde risulta che una /unzione omogenea delle quantità 
a, b, e, ec. , del grado n può considerarsi come equivalen^ 

a b e 
te ad una funzione de* rapporti — , — y — y ec. , molti" 

u u u 

pUcata per la n potestà di u . 

Isella equazione (ii) u può farsi eziandio uguale ad una 

delle quantità a, 6, e ec.; ed ove u sia fatto ex: gr: uguale 

ad a, trovasi 

fù{ayhyC y . , Afs^cP (\ i-^^i — >•••) 
^ a a 

ove si scorge che una funzione omogenea delle quantità 
a, b, e, ec, del grado n è uguale atta n"* potenza di una 
di queste quantitàj per es : a, ntolUplietUa per una funzione 
de* rapporti delle ^altre- quantità con a • 

a b' e ' 
Viceversa qualunque funzione de* rapporti — , — > — > ec, 

. a 'U • -u* ' 

sarà omogenea rapporto alle quantità u, a, b, e, ec. ^ 
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Infiitti suppongasi che questa funzione sia moltiplicaU 
per u ; in generale sarà 

u (p( — , — , — . . .)=.é{uyaybfC . . .); 
u u u 

e questa equazione dovrà sussistere per qualunque valore 
di Uf a^ b fCyec.; sostituiscasi adunque uv sid u,av ad a, 
bv a. by ec. ; avremo 

u V (A( — , — , — , ...) a=^(tfV,«V,6v,CV,...) 

u u u 
ovvero 

v^ (fi {u y a f b y e . . .) = ^ {uv y av , bv y cv i . , .); 

donde risulta che 

(p(^Uya,bf€, ••) 

ft . , a b e \ 

ovvero u (p{ — , — , — •••) 

u u u 

debb' essere funzione omogenea. Ora se supponiamo che 
ogni termine di quesf ultima sia diviso per u j essa diverrà 

<p{ — , — , — , . . .) 
u u u 

e si manterrà omogenea ; ragione per cui i rapporti 

a b e 
u u u 

comunque, combinati tra loro somminiaitrano sem^x^e una 
funzione omogenea , .come in altro modo è stato dimostra- 
to al n.^ li a. 

Nasce da ciò un teorema più generale» quello che ho e- 
nunciato al n.^ xS, in virtù del quale qualunque funziona 
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<ic'rappani dèUa quantità a, b, e, d, ec, combinate due a 
-due è da reputarsi omogenea . 

Infatti tatti questi rapporti si possono esprimere per 

mezso di quelli che hanno per denominatore a; — per es:^ si 

paò esprimere colla espressione identica 



0) 



per cui una funzione de* rapporti 

a a h h € € 

oc a e ab 

sì puì> considerare come una funzione de' rapporti 

h <: d 
a a a 

adunque essa sarà omogenea. 

Da ciò segue come ho ayyertito al n.^ 14 > che quidun^ 
que funzione di più, quantità a, b, e 9 ec.y diviene omoge- 
nea tostochè si sostituiscono alle quantità medesime i rap- 
porti — , — y — ec. ; e poiché u può aTere qualunque ya- 
u u u 

lorCf ed essere eziandio uguale ad una delle quantità a, by c^ ec, 

b e 
nel qual caso i detti rapporti si cambiano in i ^ -- 9 — 9 • • • 9 

a a 

perciò potremo stabilire che una f arnione qualunque di pia 

quantità a} b, e, • . . può rendersi omogenea facendo ss- x 

una di queste quantità presa a piacere, e dividendo per la 

quantità medesima tutte le altre. 
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Aggiungerò che una funzione delle qutmtùÀ a^ b, e, . • # 
dee necessariamente essere omogenea quando esprimendo 
con u un numero preso a piacere 9 per la sostituzione di 
SLVL ad ^y hu a h ^ ca a Cj ec.y essa tuttavia sussiste. 
Infatti sia <p (<i, ^, e, . . .) = ®» 

se sarà ^(aw, 6a, c«,..)b=o, 

r equazione 

dovrà risultare identica , e dovrà essere verificata da qua- 
lunque valore di w . Si faccia adunque ir = — avremo 

b e 
^ ^ a a 

donde risulta che la funzione ài a , b y e . , . * allorché sod- 
disfa all'indicata condizione non può non essere omogenea. 
Cosi dopo la sostituzione di au^ bu^ cu .., in luogo di 
a,b,c la funzione (p{ayb,c. .) risulterà moltipli- 
cata per una certa potenza di « , e quindi questa potenza 
potrà essere eliminata dalla equazione 

colla divisione . Ond' è che nella equazione 

'(p{^aujbuycu . .) = o 

la presenza di u è soltanto apparente. 

£sposte le precedenti proprietà delle fiinsioni omogenee 
sarà facile assegnare le condizioni a cui dee soddisfare una 
equazione allorquando esprime la legittima traduzione al- 
gebrica d*un problema qualunque. 

Supponiamo che a , 6 , e , . • • sieno i rapporti di pia 
linee A , B, C, . • • colla loro unità U, e che esse debbano 
essere tra loro coUegate mediante 1* equazione 
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Ip ( tUfi^f e • • • j ^ai O 

Ora cambiando la grandézza dell^iiniià IT, i iinméri a> 6, e... 
Tarieranno in ragione inversa dì (|nesta grandézza, e mal- 
grado qtfesto cambiamento affatto arbitrario, le equazioni 
dovranno tuttavia Sussistere; supponendo per es. che l' u- 
nità diminuisca nel rapporto i ad /ti, i numeri a^ by e . . , 
diverranno am^bm ,cm , , , , eV equazione precedente do- 
vrà nondimeno verificarsi , cioè dovremo avere 

(pf^am y bm j cm • • • ) = o 

adunque è d* uopo che V equazione (p^a^b ^c , •• .)=»Q 
sia omogenea rapporto alle quantità a , 6 , e . . . 

Nello stesso modo si può dimostirare che qualunque e- 
quazione tra quantità di più specie debb* essere omogenea, 
ed esserlo separatamente rispetto ad ogni specie delle me^ 
desime • 

Supponiamo che per V applicazione dell' Algebra ad un 
problema in cui vuoisi che si mettano in calcolo le linee 
a, bj. .1 pesi /?, />' . . . di più corpi , le loro masse ttz, m'* . , 
ce. , siasi ottenuta l' equazione 

(p^^a f b , , . pyp*» • • /w, /w' • . •) = o 

È manifesto che essa dovrà tuttavia snasistere aiMhè nel 
caso in etti si canìiù V unità di misura lineare , l' unità di 
peso^ r unità di maisa, éc; adumfiie, smiilpoiieBdo ch0 Tu- 
nità lineare ditininuisca nella ragione di 1 a ti, F unità di 
j>eso nella i^àgiohe di i ad aV Munita di Inas^sa nella ragto* 
ne di i ad H'% ec dovremo avière ' 

« 

(p[anybft.*, p , p' • . • ni y ih' » ») = 

t 

•^{a j b , , , pn' y p' n' . , m y m* . ,) = o 
(p{ay b , , , p y /?'.,. /w /i" , /w' /i'' ...)== o 
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le quali equazioni non potrebbero esser soddisfatte, ore 
r equazione dataci dal, problema non fosse omogenea rap- 
porto ad a, 6 • . . rapporto a py p\ « . rapporto zàm^n^ • . . 
e cosi rapporto ad ogni specie di quantità. Non. soddisfar- 
eendo essa a questa condizione sarebbe assurda . 

Da ciò segue che una equazione contenente due sole 
quantità a, b d'una m/edesima specie pujò sempre supporsi 
della forma 

essendo k una funzione omogenea, dellje altre quantità • 

Talvolta sembra che V equazione dell' omogeneità non 
possa aver luogo; ma ciò avviene come abbiamo osservato 
al n.^ i4 ogniqualvolta si prende per unità lineare una 
delle rette su le quali si raggira il quesito , ovvero il pesa 
d*uno dei corpi, o una delle masse che debbono entrale 
in calcolo , o in generale una delle quantità che possono fi- 
gurare nella equazione . 

Allorquando l' equazione conterrà delle linee , delle sa* 
perfide , e dei volumi , per giudicare della sua omogeneità 
converrà considerare di due dimensioni ogni quantità e- 
sprimente una superficie , e di tre dimensioni ogni quantità 
esprimente un volume. 

Ed è chiaro ehe mentre le* linee a> d...., dimiiiaendl> 
l'unità lineare nella ragione di i ad /i, diverranno a n, fr n • . . , 
le superfici a\ 6' . • . riferite al quadrato di essa unità di- 
verranno a' n^y 6' n» • • • y ed i volumi a!\ 6" . . . riferiti al 
cubo dell' unità medesima diverranno €^ n^^b'^ n* .... Ciò 
basta onde la teoria delle funzioni omogenee ncMi possa 
presentare alcuna difficoltà. 
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NOTA III. 
Sopra la costruuone delle formule a due, e tre dimensioni, 

f 

4 

Raramente avrerrà che si debbano costruire furmnle a 
dne o tre dimensioni, poiché ogniqnalvolta ci vien pro- 
posto di determinare l'area d'niia superficie, o il volume 
d' un solido , riduciamo la ricerca a quella delle loro di- 
mensioni ; nondimeno non sarà inopportuno indicare alcu- 
ne particolarità di queste costruzioni. 

È chiaro che 1* oggetto della costruzione d* una formula 
S a due dimensioni è di determinare' una superficie di cui 
essa formula possa esprimere l'area. Adunque qualunque 
ne sia 1* espressione dovremo in generale decomporla in due 
fattori lineari m^ n j uno de' quaK potrà esprimere la 
base, r altro l'altezza del rettangolo, la cui area ha il va- 
lore indicato da S\ cioè converrà ridurla ad 

è facile vedere che questa decomposisione di S potrà fiirsi 
in varie guise; per cui le costruzioni dei fattori m ed n si 
potranno in generale cambiare in molti modi . 

ab ed 



La formula 



«/ 



si può decomporre ne' due fattori — , — ; il primo dei 

« / 

quali esprime una quarta proporzionale dopo ^ ,6^;(;^r,alf 
tro una quarta proporÉionale dopo e , d ,y. 
La formula 

yabcd, , ; 

si decompone ne' due fattori yH^, }/c^; fl- prittio i^'viMà 

4i 
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media proporzionale tra aet^V altro una media tra e t d. 
La formula 

si potrebbe decomporre ne' due fattori aeàa-\ ; ma in 

questo caso tal decomposizione riesce inutile, Tcdendosi 
chiaramente che l' area richiesta è quella del quadrato fat- 
to sopra r ipotenusa d' un triangolo rettangolo i cui cateti 
sono a e ò. 

Nelle formule a due dimensioni ottenute per la tradu- 
zione di qualche problema geometrico si scorgono talvolta 
delle rimarchevoli proprietà delle superficie . Ecco un pro- 
blema tratto àtùT applicazione dell'Algebra alla Geome^ 
(ria del Signor Develay , il quale dà occa&icme ad una singo- 
lare proposizione relativa al triangolo. 

Trovare la superficie S d*un rettangola di cui si conosce 
il perimetro e, e la diagqnale à .. 

Sieno X ed jr Y altezza , e la base del rettangolo : avremo 

e quadrando la prima ^ 

4 

ovvero. (^S-^d» :^=, — 

•'• ■ ■ ■-..'■ 4 • 

«'quindi ' S= — -~ — , • 

8 9 . 

donde segue che la superficie d^un rettangolo è equivaiente 
all'ottava parte del quadrato del perimetro , meno la me- 
tiidèl qttOé^ deìl4 diagùntUe ^ 
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L' ometto poi della costruzione d' «na fòrmula F a, tre 
dimensioni è di determinare un solido di cui essa formula 
possa esprimere il Tolume . Perciò qualunque sia l' espres- 
sione di questa formula sarà d' uopo decomporla in tre fat- 
tori lineari m , n^ p^i quali potranno esprimere le dimen- 
•ioni del parallelepipedo il cui volume è indicato da F^ 
cioè converrà ridurla a 

Frss mnp; 

e poiché questa decomposizione potrà farsi in varie guise, 
segue che le costruzioni parziali dei fattori m^ n^p^ po^ 
tranno cambiarsi generalmente in molti modi. 

D problema seguente tratto òsMIl Applicazione delVAlge-^ 
hra alla Geometrìa del Signor Lacroix dimostra che nelle 
formule a tre dimensioni si scorgono talvolta delle singo- 
lari proprietà dei solidi. 

Trovare il volume éCun tronco di piramide o di cono, co^ 
nascendone V altezza g^ e le basi S ed s. 

Indichiamo con a e ò due lati omologhi delle basi del 
tronco di piramide, o i raggi di quelle *del tronco di cono^ 
con h V altezza della piramide o del cono intero . Sarà 

a — biazigih ed h^ss — H. ; 

a — ò 

L'altezza della piramide sottratta sarà poi 

n — — /*" = - • 
^ a—* 

Or poiché S ei 8 son simili , avremo 

Sia^^sxb* 

•d indicando con m il rapporto di «9 ad ^ >, otterremo 
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cosicché i Tolnmi del corpo intero, e del corpo sottratto 
saranno respettiramente indicati da 

quindi sottraendo la seconda espressione dalla prima, ayre^ 
mo finalmente il volume del tronco, il q[aale sarà 

ovvero 

donde segne che U volume ^un tronco di piramide o di co- 
no è uguale aMa somma di ire piramidi, o di tre coni ^ aven- 
ti per a lt ez za quella stessa del tronco, e per basi il primo 
la base inferiore del tronco stesso, V altro la base superio- 
re, il terzo una base media proporzionale tra queste due. 

NOTA IV. 

Sopra il concetto /ondamentale della Trigonometria . 

Dopo aver fatto osservare oke la Trigonometria non pò- 
teva giungere al suo fine, il quale è quello di effettuare la 
risoluzione dei triangoli per mezzo del calcolo, senza co- 
noscere i rapporti dei lati d'un triangolo coi suoi tre an- 
goli , mi son fatto a determinare in primo luogo questi rap- 
porti ; e non potendo istituire direttamente il confronto fira 
i lati e gli archi che servono di misura agli angoli , stan- 
teche essi sono elementi eterogenei, ho preso ad indagare 
un mezzo di comunicazione tra loro. Questo è stato tro* 
vato nei seni degli archi i quali costituiscono tale ordine 
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di rette invariabili rapporto agli ardii coi appartengono , e 
che hanno coi lati del triangolo un rapporto facile a deter*' 
minarsi : perlochè t invenzione dei seni è da reputarsi co- 
me il concetto fondamentale della Trigonometria. 

Tal concetto è stato in yarj modi spiegato: io mi sono 
attenuto ad una spiegazione semplice ed analitica la quale 
piuttosto sotto l'aspetto d' indagine , che di dimostrazione , 
si presenta. 

La spiegazione del Signor Lacroix sopra F origine dei 
seni è pure analitica , ed è semplicissima ; ma avendo os- 
servato che essa non conduceva immediatamente al principio 
deUa proporzionalità dei lati del triangolo coi seni degli 
angoli opposti , o che almeno non avea in vista V invenzio* 
ne immediata di questo principio , ho dovuto non farne al- 
cmn uso 9 poiché non avrebbe potuto servire di fondamento 
al mio piano. Nondimeno essa è si luminosa ed è stata si 
egregiamente sviluppata dall' illustre Caivot, eh' io credo di 
non doverla trascurare. 

« La Trigonometria y dice il Signor Lacroix (*) ^ so- 
stituisce il calcelo , a quelle geometriche costruzioni col- 
le quali essendo date tre parti d* un triangdb si deter« 
minano le altre tre; ed essa giunge a questo fine deter* 
minando in un circolo di un dato raggio , una serie di tri* 
angoli rettangoli formati sopra tutti i possibili angoli acu- 
ti y in modo che tra essi se ne trovi sempre uno simile a 
quello che si propone di risolvere: delle semplici propor- 
zioni tra i lati di questi due triangoli , bastano a determi- 
nare le parti ignote del secondo mediante le parti omolo- 
ghe del primo . In quanto ai triangoli obliquangoli » la loro 

(*) Éssais sur ttnstignement . Paci» xSa^, ps|;. 3%%, 



y 
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risolosione ricaTasi faciimente da quella dei triangoli ret^ 
tangoli . Laonde tutto si riduce alla formazione d*una tavola 
che contenga le parti dei triangoli rettangoli summentOTati.» 

Questa ingegnosa idea che il signor Lacroix ha ampia- 
mente spiegata nel suo Trattata elementare di Trigonome^' 
tria è stata dipoi sviluppata dal Carnot (*) nel seguente modo. 

« L'invenzione delle quantità lineo-angolari^ altrimenti 
dette linee trigonometriche , deve la sua nascita agli sforzi 
che sono stati fatti per trovare la risoluzione dà triangoli , 
Presto si potè conoscere che questa risoluzione si riduce- 
va in generale a quella dei triangoli rettangoli • Fu adunque 
preso per termine di confronto un triangolo rettangolo, la 
cui ipotenusa, per esempio, fosse rappresentata dall' unità: 
dipoi fu calcolato questo triangolo per tutti i casi possibili, 
dietro questa ipotesi , e furono formate delle tavole conte- 
nenti i risultamenti di questo calcolo: queste sono quelle 
che si chiamano toM»/? dei seni» » 

« Sia BC (fig. 72) una retta qualunque presa per termi- 
ne di confronto : si rappresenti questa retta con i ^ e so- 
pra di essa si costruisca un triangolo rettangolo ABC at- 
tribuendo ai suoi angeli acuti tutti i valori possibili da o 
fino all' angolo retto . Formiamo dipoi una tavola di tutti 
questi triangoli; scriviamo nella prima colonna il numero dei 
gradi di uno degli angoli acuti ; nella seconda il valore del 
cateto opposto, cioè il numero astratto che. lo rappresenta 
quando l'ipotenusa, come abbiamo supposto, si prende, per 
unità; nella terza il valore ddl' altro cateto; nella quarta 
il rapporto del primo di questi cateti al secondo; nella quin- 
ta il rapporto ad secondo al primo; finalmente nella se&U 

(*) Geometrie depòsition • Ptiit sa xi, psf. 14S» 
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r altro angolo acato. Ciò posto le proprietà cognite dd 
triangolo rettangolo dimostrano clie il numoro scritto nel- 
la seconda colonna è il seno deli' angolo scritto nella pri- 
ma ; eke quello della tersa n' è il coseno ; qudlo della «piar» 
ta la tangente; quello ddla quinta la cotangente; final- 
mente il sesto ed ultimo numero è il coraj^emento del* 
r angolo indicato dal primo » . 

< Da ciò segue che la taTola costituita di queste diverse 
colonne, non è che l'ordinaria tavola dei seni, coseni, ec., 
e che ogni linea orizzontale di. questa tavella rappresenta la 
risoluzione completa di un triangolo rettangolo ; di quello 
cioè cui appartengono i due angoli acuti posti uno nella 
prima, 1' altro nell'ultima colonna; e che finalmente questa 
linea orizzontale contiene non solo sotto i nomi di seno , e 
coseno , i valori dei cateti del triangolo , ma eziandio sotto 
il nome di tangente il rapporto del primo al secondo, e 
sotto quello di cotangente il rapporto del secondo al pri- 
mo ; dimanierachè la tavola dei seni , coseni ec. , non e al- 
tro che la completa risoluzione del triangolo rettangolo la 
cui ipotenusa è espressa dall' unità , per tutti i casi possibi- 
li in cui esso triangolo si può trovare » . 

« Adunque la risoluzione di un triangolo rettangolo , si 
riduce alla ricerca di quella linea orizzontale della tavola , 
che ad esso corrisponde. Per es. se fossero dati i due cateti 
a, b ói un triangolo rettangolo, converrebbe dividere a per 
&; ed il quoziente a : b esprimerebbe, dietro ciò che abbia- 
mo detto , la tangente dell' angolo opposto al cateto a . Ri- 
cercando adunque questo quoziènte nella quarta colonna, 
la linea orizzoìitale dèlia* tavola in cui esso si troverà indi- 
cherà tutti gli altri elementi' dd triangolo proposto; cioè 
nella prima, e nella f^esta colonu^^ avremo gli angoli acuti; 
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Bdla seconda e nella tenai i yalori dei iati respettiTamcnte 
opposti a questi angoli y si^pponendo T ipotenusa rappre- 
sentata dall'unità; finalmente nella quarta il rapporto dd 
primo cateto al secondo, e nella quinta iquello del secondo 
al primo; e siccome il valore assoluto dei lati è per ipotesi 
dato ) avremo il valore assoluto dell' ipotenusa mediante una 
semplice proporzione » • ' 

«e Così le tavole dei seni danno la-risoluzione di tutti i tri- 
angoli rettangoli possibili; e stantechè la risoluzione di 
tutti gli altri triangoli si pu^ sempre ridurre a quella dei 
triangoli rettangoli , segue che colla tavola dei seni si può 
effettuare la risoluzione di qualunque triangolo . » 

NOTA T. 

Sopra il seno-verso^ ed il coseno-verso . 

In alcuni trattati di Trigonometria si fa parola del seno^ 
verso e del coseno-verso che sono altre due rette trigono- 
metriche di cui converrà che si dica alcuna cosa . 

Chiamasi seno-verso dell'arco N M ( fig %o} la distanza N P 
dell' origine di esso arco al piede del suo seno : il coseno- 
verso poi dell'arco medesimo non, è che il seno-verso DQ 
del suo. complemento D M . Laonde è chiaro che il seno- 
verso è indicato dalla differenza tra il raggio od il coseno ; 
e che il coseno-verso lo è dalla differenza tra il raggio ed 
il seno: Dpr cui indicando con a un arco qualunque e col- 
le abbreviature sen, v. , cos. v. il suo ^epp-y^ifso , ^d il suo 
coseno* verso • potremo stabilire queste formule 

,. ,. ... scn.,v.(ltF=:>.rrrr«0^*>r„ 
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Essendo dato il seno-verso di un arco , le due formule 

:,en a := ^ (a sen. y.a — sen v. a a) , cos a =» i — sen. v. a 

somministreranno inunediatamente il suo seno ed il suo 
coseno ; quindi dalle formale (11) a (v) n ® 64 ne potremo 
ageTolmente dedurre la Ungente, la cotangente, la secante 
e la cosecante. 

NOTA VI. 

Sopra i segni deUe rette trigonometriche , 

Sebbene io ritenga che la teoria delle figure correlatile, 
OTC sia convenientemente spiegata in tutte le sue particola- 
rità, possa sola bastare ad indicare il vero ufficio de' segni 
nell'applicazione dell'Algebra alla Geometria, nondimeno 
riferirò alcune idee del Signor Cauchy sopra il medesimo 
argomento , estratte dalla sua teoria delle quantità ne-^ 
native (*) . 

Una grandezza , dice il Signor Cauchy , presa sopra una 
linea data retta o curva , può essere rappresentata talora da 
un numero , e talora da una quantità positiva o negativa ; 
da un numero , allorquando si ha in vista la misura sol- 
tanto di questa lunghezza; da una quantità positiva o ne- 
gativa, quando s'intende che essa sia portata sopra la li- 
nea data a destra o a sinistra d*tui punto dato, per servire 
air aumento o alla diminuzione di un' altra lunghezza co- 
stante, la quale ha una delle sue estremità in questo pun- 
to . n punto fisso di cui si tratta , e partendo dal quale si 
contano le lunghezze variabili rappresentate da quantità 

(*) Cours dtJnaìyse . V. N<rte I«. 

4^ 
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positive o negative e ciò che si chiama orìgine di queste 
lunghezze. Due lunghezze contate sopra una lìnea in sensi 
contrari partendo dalla stessa origine , debbono essere rap- 
presentate da quantità aventi segni contrarj. E in nostro 
arbitrio la scelta del senso secondo il quale debbonsi -valu- 
tare le lunghezze designate da quantità positive ; ma tosto- 
thè questa scelta si è fatta , bisogna necessariamente pren- 
dere nel senso opposto le lunghezze designate da quantità 
negative . 

In un circolo il cui piano si suppone verticale , si fissa 
ordinariamente V origine degli archi ali* estremità N (fig. 78) 
del raggio tirato orizzontalmente da destra a sinistra: e par- 
tendo da questa origine gli archi si considerano come po- 
sitivi o come negativi| secondochè per descriverli è d' uopo 
inalzarsi al di sopra di essa origine, o abbassarsi al di sotto . 

Ciò posto, passiamo all'esame delle linee trigonometri- . 
che; ed a tale oggetto consideriamo un solo arco N]lff=^a. 

Primieramente osserveremo che il Signor Cauchy consi- 
dera le linee trigonometriche d*un arco, nel concetto delle 
seguenti definizioni* 

i^^ Il seno d*un arco è la proiezione di questo arco so- 
pra il diametro verticale D C ; nello stesso tempo esso è la 
projezione, sopra lo stesso diametro, del raggio che passa 
per r estremità M dell' arco . 

2.^ Il seno-ryerso d'un arco è la projezione di questo ar- 
co sopra il diametro orizzontale NA. 

3.^ La tangente d' un arco è la parte della tangente in- 
definita KK' condotta in N origine degli archi, intercetta 
fra l'origine medesima, ed il punto d'incontro di essa tan- 
gente col prolungamento del raggio che passa per F estre- 
mità dell' arco . 
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4*^ La secante d' nn arco è la lunghezza contata sopra 
il raggio prolungato fra il centro, ed il pnnto d'incontro 
della tangente. 

Ora è chiaro che il seno di un arco dovrà contarsi sul 
diametro yerticale D C , il seno-yerso sul diametro orizzon- 
tale NA, la tangente sopra l'indefinita tangente KK' con* 
dotta per V origine N degli archi , e la secante sopra il dia- 
metro mobile che passa per 1* estremità dell'arco dato . 

Di più è manifesto che i seni , e le secanti hanno la lo-* 
ro comune origine nel centro del circolo , e che 1* origine 
delle tangenti y e dei seni-Tersi si confonde colla origine de- 
gli archi . 

Ciò posto conviene avvertire che per convenzione si 
debbono considerare come positive le linee rette trigono- 
metriche degli archi positivi e minori del quadrante ; don. 
de segue che tutti gli archi i quali hanno la loro origi- 
ne in N e la loro estremità sul primo quadrante avranno le 
loro linee trigonometriche rappresentate da quantità posi- 
tive: e poiché quanto più l'estremità d'uno di questi ar- 
chi si avvicina a D, tanto più le estremità del seno , del se- 
no-verso, della tangente, e della secante si allontanano dal- 
la loro respettiva origine nel senso delle linee BD, NB, 
NU e BV , adunque si dovranno contare positivamente i.^ il 
seno e la tangente, dal basso all'alto, 2.^ il seno-verso, da 
sinistra a destra, 3.^ la secante, nel senso del raggio con- 
dotto all' estremità dell' arco . 

Ora supponiamo che l' estremità M dell' arco passi suc- 
cessivamente nel a.^, 3.^ e 4*^ quadrante. 

Partendo da' principi precedenti sarà facile riconoscere 
che il seno-verso si manterrà sempre positivo . 
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tangente n^ 



tangente pò* 



tangente ne- 



' a , la sua cotan- 

o che il seno e seno- 

jel suo complemento. 

^ao che compete al coseno, 

nte, ed alla cosecante d'un ar- 



Sf 



. , .... segno del seno, del seno -verso, 

del raggio tira?/ ^ 

^ , , t i secante del complemento di esso, b 

tendo da qu< .♦ , . j i 

. . . .rvare che quando a è minore del qaa- 

sitivi o cono «. V ^ 

. . .mplemenlo è positivo ; e ccrnsiderando qa^ 

p. « /C a ed il suo complemento , come aventi la co- 

. , Ane ìa N. le loro estremità si troveranno sol pn- 
che; cr ^ ' 

p . «adirante . Quando poi a è maggiore del quadrante, 
, jjo complemento è negativo , e si dovrà contare al di 

^to del diametro orizzontale partendo dalla origine ^: ed 
^ manifesto che in tal caso l' estremità di a si allontanen 
^i tanto da D, di quanto 1* estremità del complemento si 
allontanerà negativamente da N; cosicché allorquando Te* 
stremila di a sarà nel a.% o 3.^, o 4® quadrante, restrenità 
del suo complemento sarà respellivamcnte nel 4.®, o 3.^ o 
2.^. Laonde il coseno- verso sarà sempre positivo. 

T^el i.^ quadrante y il coseno, la tangente, e cosecante 
saranno positivi. 

j\d a.® quadrante sarà il coseno negativo, la cotangente 
negativa, e la c€»secante positiva. 



H O T E 333 

Nel 3^ quadrante sarà , il coseno negativo , la cotangente 
positiva , e la cosecante negativa . 

Nel 4^ quadrante sarà il coseno positivo , la cotangente 
negativa , la cosecante negativa . 

Ed ora si potrà considerare come dimostrato il seguen* 
te quadro . 

i.^'qiudnnte a.^qciadniile 3.°qnadnnte 4.°qaadrant« 

sen.ecósec. -f- -+■ — — 

cos.esec. -+- — — . 4^ 

tang.ecot. + — -|- — 

ove si può osservare che il segno della tangente è sempre 
il prodotto del segno del seno , pel segnp del coseno . 

I segni delle linee trigonometriche del complemento si 
potevano d' altra parte determinare , osservando che il co- 
seno d*un arco non è che la proiezione del raggio che pas- 
sa per la sua estremità sul diametro orizzontale, e che in 
coerensa delia primitiva convenzione , esso debbe contarsi 
positivamente sopra questo diametro da destra a sinistra 
partendo dal centro , preso per origine; che il coseno verso 
può esser misurato sul diametro verticale fra il punto D 
preso per origine e l'estremità del seno; che la cotangente 
non è che la tangente orizzontale condotta pel punto D , 
prolungata sino all' incontro del prolungamento del raggio 
condotto all' estremità dell' arco , e che essa dee contarsi 
positivamente da destra a sinistra; finalmente che la cose- 
cante è lo stesso raggio prolungato sino all' incontro della 
cotangente, dovendosi contare positivamente nel senso del 
l'aggio di cui si tratta , aUor/:hè passa per 1* estremità dell' ar« 
co, e partendo dal centro come origine. 
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NOTA vn. 

Sopra gli archi complementarj o supplementarj , 

Dopo avere spiegato » come al^iasio fatto al u? 68, e 
come comportano le convenzioni esposte nella precedente 
nota, cosa debba intendersi per arco negativo, la defini- 
zione degli archi complementarj o supplementari può riu- 
scire assai più generale e pia esatta di qndlla che ablHamo 
indicata al n.^ 54* Gli archi 

z 
— 9r-~tf • ff — a 

i quali aggiunti successivamente ad a danno un «piadran- 
te , e due quadranti , sono respettivamente il compiemento 
ed il supplemento di a: or queste condizioni sono soddi- 
sfatte anche nel caso in cui , essendo a negativo , si cambia 

nelle dette espressioni il segno di a; inoltre — fr er possono 

essi pure essere negativi ; adunque Parco rappresentato dalia 
quantità positiva o negativa a sarà complemento o supplt- 
mento dell* arco rap{Nre6entato dalla quantità positiva o ne- 
gativa by secondochè avremo 

Ciò posto convenendo d' indicare colle caratteristiche 

ar. sen. m ar. tang. m ar. sec. m 

are ^os. m ar. cot. m, ar. cosec. m 

un arco di cui la quantità m vap|»'esenta il seno , o la tan- 
gente , o la secante, o il coseno » o la cotangente , o la co- 
secante, potremo dedurre di^e Gondizioni 
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cos ( — ir — «) BB ien aess m 

cot( — «r — a)Bsst9ngatsam 

cosecf— ir — a}«s9ecaasm 
le 5eg;aenti fommle 

ar.cos.m + ar. aen. «es — ir (t) 

ar. cot /n + ar. tang. iw «= — ir (a) 

ar. cosec. m + ar, sec. m = — r (3) 

ove s' intende che le ÌÌMtè trìgdtionietriche sieno quelle dei 
più piccoli archi ai quali , in quel dato valore di m , pos- 
sono competere. 
Ora si osservi che i più piccoli archi complementarj i 

quali abbiano seni negativi sono — ir-^-a e— a; rispet- 
to ai quali si hu 

— cos { — 7r-4-tf) = — sen ( — a)=sm 

donde si vede che TequazioBe (i) «i può estender anco al 
caso in cui ut è segativo. 
I più piccoli archi compiementarj i «quali dbbiano tao* 

genti negative sono (ir — a), e — a; per cui si ha 

— cos— ( — *■ — a)=aa — tang — atssm; 

e quindi ar. cos. wi -|- ar. tang. w» »= ir (4) 

essendo m negativo. 
Finalmente i più piccoli archi oomplementarj che abbia- 
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* 

no secanti negative sono ir-f-iXy e -*( — 9r-4-a); cosicché 

abbiamo 

— co5ec(jr-l-a)a=! — sec — ( — w-4-a)==iw 

donde si fa manifesto che 1* equazione (3) può estendersi 
anco al caso in cui m è negativo • 

Adunque nel supposto che la linea trigonometrica tn sia 
quella dell' arco positivo o negativo che ha il più piccolo 
valore numerico, avranno luogo le formule (i) e (3) per m 
positivo e negativo , la formula (a) avrà luogo per wn posi- 
tivo y e la formula (4) per m negativo « 

NOTA Vili. 

Sopra i diversi archi che corrispondono ad una data 

retta trigonometrica, 

L'Algebra ci somministra non pochi esempj dai quali 
apparisce che il risultato d' una operazione eseguita sopra 
una quantità ha spésse volte più valori differenti tra loro. Co- 
si estraendo la radice quadrata da a abbiamo -|-f/a e — |^a. 
Ad indicare indistintamente uno qualunque di questi valo- 
ri il Signor Cauchy si vale di due doppie parentesi tra k 
quali pone la ^quantità su cui trattasi di qperare y e conser- 
va la caratteristica ordinaria per indicare il valore più sem- 
plice o quello che sembra dover esser preso in ispeciale con- 
siderazione, r^el detto caso una qualunque delle due radici 
potrà esprimersi cosi 

e la sola radice positiva potrà esprimersi , come ordinarii- 
mente si pratica » in questo modo 
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I 
a*, ovrero f^a. 



U vantaggio di questa nuova caratteristica si scorge spe- 
cialmente nella Trigonometria, allorché si tratta de' varj ar- 
chi che corrispondono ad una medesima linea trigonome- 
trica ; rappresentando con m una quantità positiva o nega- 
tiva, le caratteristiche 

ar. sen. ((m)) , ar. tang. ((m)) , ar. sec. ((mj) , 
ar.cos. ((m)), ar. cot. ((iw))> ar. cosce, ((m)), 

indicheranno uno qualunque degli archi di cui m esprime 
il seno, o la tangente, o la secante, ecc. ; quindi ci potremo 
valere delle ordinarie caratteristiche 

ar. sen. (m), ar. tang. (m), ar. sec. (/n)., 
ar. eos. (ir), ar. cos. (/t?), ar. cosec. (m) , 

oppure di quelle che si ottengono sopprimendo aflOatto le 

parentesi 

ar. sen. ut , ar* tang» m ,. ar. sec- m 

ar. COS. m , ar. cot. m , ar. cosec. m 

quando , fra gli archi di cui m rappresenta una linea trifo* 
nometrica , vorremo designar quello che ha il più piccolo 
-valore numerico , ovvero , essendo questi archi uguali e di 
segni contraij , quello che ha il più piccolo valore positi- 
vo . In conseguenza 

ar. sen. m , ar. tang. m , ar. cot m , ar. cosec. m , 

indicheranno degli archi positivi o negativi ,. ma compresi 

Ira i limiti — ^ w , e H w : mentreche 

ar. COS. m , ar. sec. n^, 
indicheranno degli archi positivi compresi fra i Umiti o e fr 

43 
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-4- ar. sai. 
+ ar. COS. 
•4- ar. tang. 
+ ar. cot. 
•+- ar* sec. 
^- ar. cosef? 



Sopra queste convenzioni potremo stabilire, stante le 
formule (x) n.® 68, le condizioni seguenti 

[ — ir) «3 — ar.sen. (m) (i) 

r — iti) ss — ar. cos. (m) -H ir (a) 
( — m) == — ar. tang. (iw) (3) 

[— . m) =s — ar. cot. (m) (4) 

^ — m) =i=a — ar. sec. (m) -4- ir (5) 
f — iti) s=3 — ar. cosec. (m) (6) 

Quindi dalJe formule (xix) a (xxiv) (n.** 71 e seg.) potre- 
mo dedurre le relazioni qui appresso ; 

X _ X , 

ar.sen. {(-f-w)) = H:: ar. sen. {m)-4- ~f H-— ir-+-2^ir, 

ar.sen. (( — i?i))a=± ar.sen. (m)^ w -Hh— 7r-f-2 Air, 

ar.cos. ((-f.m)) = :± ar. COS. (/?i)+2Air, 

ar. COS. (( — m)) = :+: ar. cos. (m) -|-ir -|- a /n ir , 

ar. tang. ((-4-OT))=ai + ar. tang.(7ii)-4-Air , 

ar. tang. (( — m)) « — ar. tang.(m) -4- A ir , 

ar. GOt. ((-f-iw)) = 4- ar. cot. (OT)-+-/-ir, 

ar. cot. (( — m)) «=« — ar. cot. {m) 4- A ir , 

ar. sec. ((-f-'w)) c= hh ar. s^. (j>i)4-aAir, 

ar.sec. (( — m)) = H;: ar. sec. (m) 4- ir -f* il A ir, 

ar.co$ec.((4-i»))=±at.cosec.(i»)4- -j-ir:ir-^'^-4-aA7r, 

ar. cosec. ((— ^w)) =a± ar . cosec.(/») 4 ir^ — ir4-2Xir. 

Le quali ove si ponga mente alle precedenti condizio- 
ni (i) a (6), e si rappiwaenti con m una quantità positiva 
negativa, riduconsi agevolmente alle seguenti 
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ar. sen. ((/w))=;i:ar. sen. wiH (4^-l-iiti)»> (?) 

ar. cos.((in)) = ;;4; ar. cos. m+a^w, (8) 

ar. taiig.((in)) s= ar. tang. m-^An, (9) 

ar. cot.((/?i))= ar. cot. /w + ^ir, (io) 

ar. 8cc.((iii))=^ar.sec.»i-f-a^ir, (11) 

ar.co8ec.((i7i))=a±ar.co8ec.iR-| (4^-l-iit»)*f-C'*) 

Come al n.^ 71» ^ indica nn iiàtero qaalanque positiTO o 
negativo . 

NOTA IX. 

Sopra ie espressioni di sen (a ± b) , e cos (a H- b) . 

Ho determinate queste espressioiii al n.® 79, talendomi 
deUa ordinaria costruzione geometricai poiché sembravarai 
cbe si presentasse più naturalmente delle altre » e mloglio 
servisse all'ordine analitico di cui mi son fiitto una legge 
costante. Di poi al n.^ ii4 bo mostrato che le espressioni 
medesime potevano considerarsi come una immediata con- 
seguenza della proporzionalità de' lati del triangolo coi se- 
ni degli angoli opposti. Ora indicherò brevemente tre di- 
mostrazioni delle espressioni medesime come quelle che of- 
frono tre divèrsi esempj di vera eleganza e semplicità. 

Descrivasi una circonferènza (fig. 74 }» e suppongasi che 
il raggio di etea sia == i . Ogni corda tirata in questa cir- 
conferenza sarà ugnale al doppio del seno della metà del 
suo arco , o dell' angolo iscritto corrispondente all'arco me* 
desimo . 

Or dividasi questa circonferenza mediante due corde 
BA| CD tra loro perpendicolari; in quattro parti BC;CA, 
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AD, DB, che potremo respettiramente indicare con 2a, a6y 
ir — aa, ir — ^ò: è manifesto che i due segmenti della BA. 
saranno indicati da 

asenacosfty asen^cosa; 

ora BAaBia8en(a-4-6)y 

adunque 

sen(a + 6)«Bisentf cos6-t-sen cosa. (i) 

I due segmenti della CD saranno espressi da 

aeosacosòy asenasen^, 
ora CDasacos(a — ò)^ 

dunque 

cos(a — &)=' cosacos6-4-senasen&. (4) 

Ciò posto prendasi KG^s KA, e conducasi D 6; è manife- 
sto che essendo l'angolo BGD supplemento dell'angolo BAD, 
il triangolo BGD potrebbe iscriversi nel segmento B M D; in 
conseguenza B G può considerarsi come la corda dell' arco 
corrispondente ali* angolo B D G ; laonde 

BG = asenBDGs=asen(a — b); 

d' altra parte B G è la differenza de' due segmenti della BA; 

dunque 

sen{a — 6) = senacos6 — sen^cosa. (a) 

Finalmente prendasi KF =: KC, e conducasi BF; il trian- 
golo BDF potrebbe iscriversi nel segmento BMD; conse- 
guentemente DF può considerarsi come la corda dell'arca 
corrispondente all'angolo DBF; per cui sarà 

DF=:38enDBF»co8(a*4-6); 

ma DF è la differenza de' due segmenti di CD; dunque 

cosf^z-f-^) ="Cosa cos6 — sena sen6 • (3) 
a.^. La dimostrazione delle stesse formule può desumersi 



ir o T E 34i 

«ziandio dal teorema di Tolomeo in TÌrtù del quale si sa 
essere il prodotto della diagonali d' un quadrilatero iscritto 
nel circolo, uguale alla somma de* prodotti dei lati opposti . 
Indicando con aa, a6, ac, stt — a(a + ^+c)>gli ar- 
chi i quali hanno per corde i quattro lati del quadrilatero 
isiaàtto , saranno i lati medesimi respettivameute espressi da 

a sena y asen^i a sene, asen(a-f-^-4-c); 
e le due diagonali da 

a sen (a 4- è) , a sen (6-|-c) ; 
per cui avremo la formula 

sen (a-i-5) sen (*4-c) = sen a sen e -h sen * sen (a-4-H-c) > 
4a quale avrà luogo per qualunque valore di a , & , e . 

Or facendo &-+-i? = JL , risulterà 

a 

sen(a-f.6) » sen a cos 6-4- sen 6 cosa. (i) 
Facendo 6=5 ^y e cambiando dipoi e in 6, sarà 

cos(<i-f.6)=Bcosacos^ — «enasen^. (a) 
Facendo e e= — a, sarà 

sen(64-a) sen{* — a) = sena b — sen» a^ 

ed osservando che il secondo membro si può porre sotto 
la forma 

sen« ft(sen« a-h coB« a) ^sen« a (sena ft-j-cos» è), 
avremo 

sen (b — a) *=^seabcosa — sena cos b . (3) 

TT 

Finalmente facendo e cs — ^a, otterremo 

sen(a4-6)cos(a— 6)«:^senàcosa4-sen6cos6; 
e quindi, con una operaaione analoga alla precedente. 



-:> 
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co9(a— 6) ascosa COS&+ sena senfr. (4) 

3.^ Altra dimostrazione assai elegante di queste formule 
può poi aversi dal principio 

cordai (a — b) = (co» b — cos «)•-+- (sen a ■— sen 6) * , 

• 

il quale apparirà evidente, tostochè si ossek^verìi ciie la cor- 
da della differenza di due archi può sempre ccHisiderarsi 
come r ipotenusa d* un triangolo rettangolo i cui cateti so- 
no la differenza de' coseni di questi archi , e la differenza 
dei loro seni, intendo però che questi seni e coseni si pren- 
dano coi segni che loro competono a seconda delle varie 
grandezze dell* arco» 

Sviluppando il secondo membro avremo 

corda> (a — è) =-ii — 2 cos a cùsb — 2 sen a sen b ; 

e ponendo 6 =^ o , ne verrà 

cordai a=s% — 2 cos a , 

e poiché a è un arco qualunque , avremo pure 

corda • (a— é) aas a — 2 cos {a — b) ; 

ed uguagliando questa espressione alla precedente, otter- 
remo 

cos (a — b) ssa cos a cos b -4- sen a seno ; (4) 

di qui, cambiando b in a — b^ dedurremo 

cos b = cos a cos (a — ft) -H sen a sen (a — b) ; 

la quale , sostituendovi lo stesso valore di cos {a — à) datoci 
dalla (4), e ponendo dipoi i — &&i^a in'luogo di cos^Oy dà 

sen (et — b)^^sexiaùosb — sen 6 cos a • (3) 

Ora da queste formule (4) e (3) mediante la sostituzione di 
a+ò ad a> ricateremo le segueìxti 
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cosa=scos{a-^b) cos64-sen(a+6) senb 

sena = sen(€i-f-6}co8Ò — cos(a+b)senb. 

da cai, mediante l' climioazionie, ricavaiisi finalmente queste 

co5(ii-f-&)=s6osaoiMè— -sennsen^ (a) 

sen(a + &)s=s senacos^-Hsen^cosa. (i) 

Le prime due dimostrazioni si debbono al Signor Car- 
not (*); l'altra deesi al Signor Sarrus, e si trova negli An- 
nali di Matematica del Signor Gergonne (**) . 

NOTA X. 

Sopra alcune relazioni trigonometriche fra i tre 
angoH d'un triangolo • 

Le formule 

sen A =3 sen B cos C + sen C cos B , 

sen B ss sen A cos C + sen C cos A , 

sen C s= sen A cos B 4- sen B 00&. A ; 

indicano le relazioni che esistonp fra i seni ed i coseni de- 
gli angoli d* un triangolo qualunque ; ed esse si deducono 
dai solo principia della ptoporsionalità dei lati d' un trian- 
golo coi acni degli angoli opposti (n.^ ii4). 
. Dalla nota fimmiJa poi 

tane A-4-tanffB 
.ang(A+B) - ,^tangAtangB 

riflettendo che a tang(A-i-B) si può sostituire — tangC, 
abbiamo 

(*) Géom. deposition, pag. x 55 e pag. i6t». 

(**) Afinides/de Matìi. pures et applìquées.T. xi. pag. Sa 3. 
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tang A + tangB + tang e «B tang A taog B tang e 

altra singolare relazione tra le tangenti degli angoli del 
triangolo . Qui , riflettendo che le tangenti possono assume- 
re qualunque valore y si Tedrà che il problema nel quale si 
propone di trovare tre quantità la cui somma uguagii il lo- 
ro prodotto ammette una infinità di soluzioni . 
Di più dalla formula 

cos(a+ò)-4-cos(a — ^jesacosacosA- 

otterremo, essendo e un angolo qualunque , 

a Gos (a-H^) cos e -4- a cos (<>— ^) cos e «=» 4 cos a cos b cos Cy 

e quindi 

cos (a-h5-H:)4-cos(6-H: — a)-|-co8(a4-c — ^)4-cos (o-f-i^ — e) 

^ 4 cosa COS& cose ; 

la quale avrà luogo qualunque aleno a, bj e . 

Adunque sostituendo ad a , 6 , e le metà degli angoli dd 
triangolo, ed osservando che la somma di queste metà è 
uguale ad un angolo retto, avremo 

ABC 

senA-|-senB-|-senC = 4cos — cos -.cos — ; 

elegante formula la quale eqwime la relazione fra i seni 
degli angoli del triangolo, ed i coseni delle loro metà ; essa 
può utilmente impiegarsi nelle trasformazioni delle formule 
trigonometriche » 

NOTA XI. 

Sopra le formule che servono immediatamente alia 
risoluzione de' triangoli rettilinei. 

Le formule colle quali si può completamente effettuare la 
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risolnzi one de' triangoli rettilinei si ridncono alle tre se- 
guenti 

sen A sen B sen C 



sen A sen B sen C . > 



tang-i(A-B)»~cotl.C, ^ 

^J.^_|/if±iZ£)If:z£±£l; (3) 
a V t^bc 

potendosi alla terza sostituire l' altra 



cos 






Di più queste formule servono immediatamente alla risolu- 
zione degli annoverati casi, stantechè non li anno d*uopo di 
alcuna preparazione per applicarvi il calcolo logaritmico . 
Ecco frattanto la più semplice filiazione delle formule stesse. 

lUspetto alla (a) converrà richiamare la formula 

tang— (A — B) . p 

"^ a ^ sen A — seno ,»% 

tangi.(A-HB) *«'A+*o»B 

e combinarla colla formula 

sen A— sen B a^^ b 
sen A ^^ sen B « -+- 6 

la q^ale si ricava dalla (i) ; non trascurando di osservare 

che nella (5) si può sostituire cot — C, a tang — ( A + B ) • 

Rispetto alla (3) potremo ricorrere alla equazione 

sen A -f- sen B •+- sen C = 4 ^^^ — cos — cos — y (6) 

a a a 

di che abbiamo tenuto proposito nella nota precedente « 

44 
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Questa equazione , cbe sussiste ogtiiquaÌTolia 

A4-B-hC = w, 

dovrà pure yeriflcarsi quando si sostituiscano a due degli 
angoli A , 6 , C i loro supplementi , e contemporaneamente 
si cambi il segno al terzo: adunque 

A. B C 

senA + senB — senC=5 4s6n — sen — cos — » 

a a 2 

^ « A C é 

sen A -4- sen C — sen B = 4 sd — ^^^ — ^<** — » 

^ a a a 

B C A. 

senB-f-senC — sen A = 4 se» — sen — cos — . 

2 9 2 

Or moltipiicando membro a membro la prima colla secon^ 
da y e la terza colla (6) avremo 

A (sen A 4- sen B — seti C V sen A — s'»nB-4-senC) ^ 

2 4seaiÌ6eaC 

. A fsen A-f-senB-hsenCVsenB-hsenC: — sen A) 

cos 9 — -^^ ^ ^ ,.. . Il \ 

2 4 ^^^ ^ ^^^ ^ 

£ sostituendo in queste i valori dei quattro fattori trino- 
mj, che facilmente sì traggono dalla (i', avremo le forma- 
le (3) e (4) . Ho estratto questo elegantissimo calcolo dal 
Corso d'Analisi del Signor Cauchy (p. 436). 

NOTA XII, 

Sopra alcune relazioni Jra le rette trigonometriche 
d'un arco ^ e quelle della sua metà , 

Dalle formule che si trovano esposte ne* Gap. VI, VII, 
X, XI, ne derivano moltissime altre che riescono pr^e* 
ToU sotto varj rapporti • Io mi limiterò ad indicare le 
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formule clie possono più facilmente occorrere nelle varie 
applicazioni della Trigonometria, incominciando da quel- 
le che esprimono altre relazioni fra le rette trigonométri-» 
che d'un arco, e le rette trigonometriche della sua metà. 

Primieramente farò osserrare che dalle formule (i) n.*^ 64» 
e (xxYiii) n.^ 80, risulta questa singolare espressione 

cos^a — sen* a=^cos» a — scn«fl=» cosatf, (1) 

la quale è stata indicata dal Carnot (*) . 
Le formule (n.® io5) 



taug€> = 1 , (a) 



è(n.** ai4) 



danno 



cosa 



2 tang — a 


I — tanga— fl 


stanga a 


1 
i-4-tang« — a 


1 — tanga — fl 

• 


i+tang* — a 



sen a sss ^ ^ (3) 



(4) 



^atta quale facilmente abbiamo 

X ^ 1 

cot — a— tang — a 

cosassi 1 1 . (5) 

X I 

cot — rt -4- tang — a 

Dalle (xLii) e (xmi") nP 104 deriva immediatamente 

a 



tang a 



cot — a -— tang — a ("/ 

a ** a 



(*) ^« *^^*' P» ^^^' 
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acola = cot — a — tang--«. (?) 

Moltiplicando membro a membro la (5) e la (6) si ba 



sena». 



cot — a -4- tang — a 
a ^^ a 

Or le due ultime daranno 

senaas ■ ; 

cot — a — cot a 

t questa unitamente alla (7) darà pure 

I 



(«) 



(9) 



sena 



tang — a -H cot a 



(io) 



a 
Dalla (xLvi) n.*^ 106, osservando che sena=cosatang<«^ 

avremo 

I 
cosa=s ijjj 

1-4- tang — fltanga 

Facendo nelle formule (lvii) e ( lviii) n.^ 108 , ^ = 90°, 
• cambiando 6 in a , trovasi 

I 4- sena ss 2 sen» (45^-1 a), (la) 

I — sena « a scn» (45** ^ a) ; (i3) 

facendo poi nella (lix) e ( lx) , 6 = 0, risulterà 

I 

I -t- cos a ss a cos » — a , 
* a 

1 
I — cosa = a sen* — a , 

a 

le quali sono identiche alle (xxv) e (xxvi) n.® 83» in altro 
modo ottenute. 

Quindi avremo le segaenti 
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I±f^f- == tanga {45» + -1 «) . (.4) 

X — soia * 



I — scn a 

I -f- sen a 



i-4-cosa ». t 




I — cos a * 
I — cosa. ^ „ « 




x + cosa * 


«) 


1-4- cosa t 

cos» — a 

a 

\ ™^ sena (45^—- 
I — sen a ^ ^ a 


■""j 

«) 


I — cos a ^ I 

sen» — a 

a 





(16) 



(«7) 



(18) 



k quarta è identica alla (xLvin) n.° io6. 

Facendo nelle formule (l) e (li) a=^ 6o, e quindi cambian- 
do é in a , poiché cos 60* = sen3o® = — (n.®87), verrà 
sena = sen ( 60® + a) — sen ( 60® — a) , (19) 
cosaa=cos{6o®-4-a)-4-cos(6o®-— a). (20) 
Facendo nella (xxv) e (xxvi) n.** 79, ò=a-45* , poiché 
«cn 45**=cos45 ® = — 1^2, n.° 87, otterremo 

/ / r o . A cos a -4- sen a z » 

sen (45 +g)=^-a I ., (ai; 

//ro 1 ^\ cosa — sena / ^\ 

cos (45'' + a)« ; (aa) 

<e conseguentemente 

tang{45» + «) = l+ÌÌ''lf, (.3) 

I — tanga 
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le quali si potrebbero ben anche ricarare daHa (xxxvn) e 
(xxxviii) n.** io8 facend i tf =•- 45°i e cambiando dipoi 6 in a. 
Le (i4) e (i5) risolute rispetto a sèna daranno 

tang*(45«-hÌ.«)-« 
éena^^ ____- , (25; 



iena 



tanga (45*^4- ■^«)-H* 
1— tang«(45«— -^«) 



X -+- tanga { 45® — — «) 

e moltiplicando la (aS) per cot(45^H a) , avremo 

tang( 45" -+- — a) — cot ( 45*' + -^ a) 



(26) 



sena=i 



tang(45**-f. — a)4-cot(45^-h-~-«) 
ovvero 



, (*7> 



sena 



;(^8) 



tang ( 45^ ^- -i-tf ) 4- tatìg ( 45® —- ^ «) 

or sottraendo dalla (23) la (24), sostituendo quindi — a ad 
a; e profittando eziandio dalla fommla (2)9 otterremo 

2 tang a .=^ tang ( 4 5 * -4- — tf ) — tan g ( 45 ^ — — « )» (29) 
per cui la (28) somministrerà finalmente questa 



cosa=: 



;(5o) 



tang(45**-H-^a)-htang(45* — -^a) 
tutte queste formule son note^ e molte di esse sono state 
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ricordate dall' illustre Gagnoli nd Gap. lY della saa Trigo*- 
noxnetria (*) . 

NOTA xra. 

Sopra alcune relazioni fra le rette trigonometriche di 
due archi ^ e quelle della loro somma , e differenza . 

Dalle formule (xxy) (ulti) (xxxiii) (xxxiy) derivano an- 
che le seguenti 

sen [a -f- b) cos [a — &) =» sen a cos a -+- sen b cos ft , (i) 

cos [a + b) sen (a — ò) = sen a cos a — sen b cos b , (ià\ 

cos(£H-^)8en(a4-6)=3Esentf cosa cos a^+sené cos6 cos^a, (3) 

e OS [a — b)setk{a — ^)=senacosa cos a 6 — sen b cos 6 cos aa; (/|) 



tanga + tangò cotft^-cota sen{a-^b) 

tanga — tango" coté — cota sen (a — b) 



(5) 



cot b — tang a cot a — tang b cos {a-^b) ^ z^x 

cot b -4- tang a cot a -h tang b cos {a — b)* 

sena asen^ 6 4- cos *€Z cosa 6 -|- sen a a cos' b 

+ sen3 6cos* a=ao, (7) 

Alla prima di cui ha fatto uso il Gamot, come -si vede alla 
7?ota IX, ho unite le (a) (3) (4) le quali sono della medesi- 
ma indole; queste quattro si debbono unire alle formu- 
le n.° 109. Le (5)9 (fi) che sono state indicate anche 
dal Gagnoli i^*) possono unirsi a quelle del n.^ no. La (7) 
è stata pure ricordata dal Gamot (***), Eulero poi (****J 

(♦) Cagnoli. Trig, ed. a, Bologna, i8o5« 

(**) Op. cit. p. ai. 

(•**) Oj[>. cit. p. i55. 

(♦***) Introductio inénalysin infinétorum. "Lafiànià 1797. p. 97. 
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nota eziandio le segnenti cbe discendono immediatamente 
da quelle del n.® no, a cui debbonsi unire; 

seniz-4-sen6 cos6 — cosa yg\ 

cosa-f-cos6 sena — sen6 

Mna-4-sen* cosa-t-c os» ^ ^j» — (a + 6) , (9) 
seno — seab cosa-t-cos& ' 

sena+senft cose-cosa _^ ^^, J_(«^. *).(,«) 
sena — sen6 cosa4-cos6 ^ 



NOTA xiy. 

Sopra le relazioni de^ seni,e coseni d'un numero qua^ 
lunque di archi, ed i seni e coseni deUe loro som- 
me , e delle loro dijferenze • 

Rappresentiamo con a , 6 , e ,...;>> un numero qualun- 
que di archi; sarà 

sen [a — b) == scn a cos b — sen b cos a , 

sen [b — e) = sen b cos e — sen e cos b , 

sen (e — d) = sen e cos d — sen d cos e , 

• • •. ^ • • 
sen (j} — a) = sen /? cos a — sen a cos p ; 

dividendo la prima equazione per sena sen 6, il secondo 
membro di essa si ridurrà a 

cotò — cota; 

dividendo la seconda equazione per senò^enc, il suo se- 
condo membro si ridurrà a 

cote— * cote; 
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dÌTÌ4^4o la terza per seiic seii</]| il secoiidp meii^bro ^i ri* 

durra a 

90lk4 — coté; 

laonde se dqpo aycr falla questa eperasione sopra ogni e- 
ftt^^pne, faremo la spiniiia dei risvlti^ti , ptterrenio 

sen(^-^) ^ sep.(^c) ^ §en(c-^ ^ sen:p-^) (,) 

senasenh seno sene sene seni/ senpsena 

se poi le equazioni medesime si divideranno pel prodotto 

* 

dei coseni y anziché per quello dei seni , avremo 

sen(a — ^) scn(A — e) sen(r — d) s€Tì[p — a) . . 

cosa cos b cós b cos e cose cos^ senp sen a 

la quale potrebbe anche dedursi dalla (i) sostituendo ad 
a, 6 , • . . i loro complementi. 

Queste foripula potr^inno ^stendersi ^nche al caso in cui 
uno o più archi sieno negativi, perlpchè ^i potr^^nno ÌQ- 
trodurre nelle medesime le somme di questi archi presi 
due a due, eliminando le loro differenze. Inoltre esse si 
potranno variare, e porre sotto aspetti differentissimi ; poi- 
ché dovendo esse sussistere per qualunque valore di a^byCy 
ec. , potre^nq a questi archi sostituire le somme 

(a^b)j{b^c),{c-{-d) . . . 

o le differenze [a — ^),(^-i-c),(.c — d) . , . 

ovvero («4-^4-<^}> (^-H^-H^) • • • 

o piuttosto [a^b — c),(ft-hc — d) . . . 

a seconda delle varie occorrenze. 

Limitando poi le formule stessa ai c^si iu cui sono dati 
i ^re ^r<?}ii a , ^ , e , 9 i qi^attro a ^ ^ , e , e/ , troveremo le 
formule f eguepti 

45 
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sen a sea(3— -<;)4-seii b 8en(c-^)-H5eii e sen(a — h) as» 6 (5) 

cos a %en{b — c}-f-cos b seii(c — a)+«os e sen(d — ft) ?■= o (4) 

Mnasea6soii(c — oQ --hsen6senc8ea(c^ — a) 

H-sencsen<fsen(a-.ò)-4-sen^s«na8en(6— c)=^o (S) 

cos a cos h sen (e — d) -4^ cos 6 cos e seii(^ — a) 

+ cos e cos rf sen [a — b) 4- cos d cos a sen (^— e) "== o (6) 

Ma tornan4q al caso in cui glj, archi sono ^i numero qu^. 
lunque, faremo osserrare che essendo (n.^ 1699 lxy) 

^en (a 4- 6) sen (a — 6) = scn*« — sen» b ^ 

sen [b 4- e) sen (6 — e) = sen» 6— r sen» e , 

• • • » 

sen [p + a) sen {p — a) =*« sen^j? — sen» a ^ 

si ha dall'addizione di tutte, 

sen (a-l-6) sen (a — &) -f-s,en(^4-c)sen(&— -e) 

... 4- sen (/? -4-a) sen (p — <i) = o,. (7) 

Parimente essendo (Nota xii|. a.^) 

cos {a 4- b) sen [a — ^) = sen a cosa-— sen ft cos ft, 

PO* (^ -h^) sen [b -^. e) = sen6 cos b — sen e 90S e ^ 



cos (/>4-<*) sen [p — a) b= %eap cos p.-^ sena cos a j^ 
«yremo pure 

cos (a-i-b) sen (a -r- 6.) 4- cos (ft4-c) sen{&— e) 

• ..4-cos(j94-a)sen(/y-— a)=sso. (8) 

Aggiungiamo che dalle formule ( lxvii ) n. ® 109, e (xzxyiii) 
n.^ zQiy agevolmente si deducono le due seguenti 
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cos* a cos' b cos > 6 cos' e 

GOS'/'cosB a 
taiig(a — 6)(i+taiiga tang*)-+-tang(^ — c)(i-4-taiig6 tang e) 
. . . .+taiig(/»— a)(i-4-iaiig/?tanga)=^o (io) 



. Se gli archi a, b , e ec. forméraiino iiìia progressione re- 
golare soggetta ad una data legge, le formule precedenti si 
tambieranno in altrettante serie regolari, di cui si coilo- 
scerà la somma , stantecìiè essa dovrà essere o . 

Suppongasi che a, by c^ ec.y formino ìuka progtessióné 
aritmetica crescente, di cui a sia il primo termine e la ra* 
gìone, ed m sia il numero dei termini; dalle formule (7) ts 
(8) otterremo 

sen3a4-sen5<t+sen7a ...-|-sen(a»f— *i)« 

sen {m -t- 1) a. sen (m — i) a /^^\ 

sena 

•OS 3 à+cosS tf-f-cos 7a...-|-cos(aiw — t)a 

__ còs(m-4-l)g.seh(iyi — t)a /^^y 

sena 

E dalle formule (i) e (a) otterremo pure 

I . ' +^=jg^(^LZlLÌl (t3) 

lena, senatf sen a a. sen 3 a sen « a. sen /n a 

«osa.cosa a cosaa.cos3a sena. cosa, cos /wa 

•▼▼ero 

cosce a, cosce a a -4- cosce a a. cosce 3 a-h. - • 

i»sen(in — i )a. eosec» a. cosce ma; (iS) 
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seca, tee '2 a + me ^zt, 8tec3ti-4«.. 

Bssen(/ii — t)a,seca.co%eca,seema (i6) 

Queste forvtààe tramie 4a (ii) è W f^^K ^on® dogate al 
Carnot (*) . 

NOTA XV, 

Sopra la conversione in parti dei roggio it un 
arco espresso in .gradi, 

Eueùdù 

«^=s3yi^iSg26S 

la lunghezza della fliezza eirconfareifta 41 €«t taggn^ « ^^s i, 
segiie che * è pvre la lunghezza dei i8o% o dei *óSoo\ o 
dei 648000'' contenuU adk Aezza oircMifoeBea «iiedest- 
ina : laonde indicando con (a^) il numero intero ^ fratto 
di gradi contenuti in un arco, o^ipure'ooa^o'.} «I numero 
de* suoi minuti, o con (a'') il numero de' suoi secondi, e 
od supposto che a sia la lunghe i .ga tidl'-arcb stesso espres- 
sa in parti del raggio »» i , avremo 

lo'Soo' : it ; ;(«') :a, 
648000" : «r : :(a^) : a; 

t poiché i?^ « 57 % 2957^ , 

If?22l= 3437-, 7*6, 

ir 



O Géom. depositiom.ì^ 170. Comrs de àtalk* par-Bessut. Paiis 

1800 T. Il p 40 X Lettre de Qìrnot à Bossut* 
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Otterremo le segatntl f<!la2Ìciiìi, 

(tì') = 3437',746X«> 
(«•')^!io626r,X«; 

per mezzo delle quali st potrà ottenere la langhezsa a d'un 
arco, tostocbè ne sarà data la graduazione* e Ticeyersa. 

Facendo a^ i , otterremo il numero (/f**) dei gradi, op- 
pure gli (-R') minuti, o gli (/T) secondi contenuti nell'arco 
la cui lunghezza è uguale al raggio^ e sarà 

(71') =3437', 746 
{/{") = ao(;»64",«: 
perlochè potremo stabilire le seguenti relazioni 

(«"•) = (A») -a , (à') = (A') a , K) = {«') a . 
le quali applicate al caso dell'arco e= i **,eas= i', «= 1'', danno 



{te )«.— L5 , (.jp) ». -L^ ,4,«') 



ar. 1** ar, 1' •^ ar. 1" 



e poicbè gli archi di <> ed i" sono piccolissimi, è mani- 
festo che essi non differiranno sensibilmente dai loro seni, 
(n.^ 91) per cui sarà 

. (A') — J_,(ir)^_L_,. 

sén 1' sen 1" 

È da osservarsi che tt «i ^vth più esattamente esprimere dom 
txn maggior numero di cifre decimali, essendo 

ir ^3, i4i59 36535 89793 23846 a6433 
logTT Bs o, 49714 98726 94i33 85435 343 ; 
inoltre noteremo che 
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l6g(A*)«i,758iaa64r 
log(/ì')» 3,53627389, 

log(/?")=:5,3i44a5i4; 

questi dati possono riuscire vantaggiosi ai calcoli. 

Talvolta si può ricercare un arco essendo data la sua 
fcorda, e yiceversd; a tal oggetto ci potremo servire ddla 
formula 

CssiRsen — 

la quale agevolmente si determina osservando cbe A indici 
un arco qualunque, C la sua corda, ed R il raggio con coi 
si suppone descritto (*). 



NOTA XVI. 



h 



Sopra la conversione dei gradi sessagesimaii in gradi 
decimali, e reciprocamente. 

Sia n il valore del^adò decimale, ed n' quello dd grad^ 
sessagesimale della stessa circonferenza, avremo 

4oo h =» 36o n'f 



ovvero 


lons^gn ; 


e quindi 


n^=n 

IO 


ed 


n'^n^IL. 



9 
Ond' è che un numero di gradi decimali si converte in nu- 
mero di gradi sessagesimali, togliendovi là sua decima par* 

O y. Francoeiir. Cours de Math. T. I. 
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te. Un numero poi di gradi sessagesimali si converte in 
numero di gradi decimali, aggiungendovi la sua nona parte 

Debbasi in primo luogo convertire in gradi sessagesima* 
li il numero $6^,9824 

Sottraendo la decima parte . • • • 5, 69824 

il resto sarà . 61V8416 

or moltiplicando la frazione per 60 avremo 5 1 ^ 1 7^ o^gG 

e di nuovo moltiplicando la frazione per 60 5i ^ i'j'2"jg']S 
Debbasi in secondo luogo convertire in 

gradi decimali il numero 5i^i7'!i'',976 

dividendo i secondi per 60, avremo . . Si^iy', 0496 

dividendo i minuti per 60 51^,28416 

ora aggiungendo la nona parte . . • . 5 , 69824 

la somma sarà 56^,9824 

Si giunge dio stesso risultato , moltiplicando la nona 
parte per 10; ma T addizione serve eziandio di prova . 
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